Analysis of Seat Belt of Aircraft Seats by Klemenc, Marek





Analýza bezpe£nostního pásu v leteckých sedadlech
Analysis of Seat Belt of Aircraft Seats
Bc. Marek Klemenc
Vedoucí práce: Ing. Pavel Mar²álek










KLEMENC, M. Analýza bezpe£nostního pásu v leteckých sedadlech: diplomová práce. Ostrava:
VB - Technická univerzita Ostrava, Fakulta strojní, Katedra aplikované mechaniky, 2016,
135 s. Vedoucí práce: Mar²álek, P.
Diplomová práce se zabývá matematickým modelováním nárazové zkou²ky leteckého se-
dadla pro stanovení £asového pr·b¥hu reakcí v kotevních bodech pánevního bezpe£nostního
pásu a jejich maximálních hodnot. Práce byla zadána na základ¥ poºadavk· praxe spole£-
nosti IDEA AIR s.r.o. a její výsledky budou zohledn¥ny p°i vývoji nového typu leteckých
sedadel. V první £ásti práce je provedena re²er²e problematiky testování leteckých seda-
del a re²er²e pouºívaných typ· bezpe£nostních pás· a jejich materiál·. Následující £ást se
zabývá matematickým pozadím modelování dynamických úloh pomocí metody kone£ných
prvk· (MKP). Odvozené postupy jsou dále veriﬁkovány na n¥kolika p°íkladech a implemen-
továny v programovacím jazyce Python. Vlastní výpo£etní algoritmus je v záv¥re£né £ásti
práce aplikován na analýzu bezpe£nostního pásu a výsledky jsou srovnány se simulací úlohy
v komer£ním softwaru LS-DYNA.
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This thesis deals with mathematical modeling of crash test aircraft seats. The main
goal is to determine time course of the reactions in anchoring points of lap belt and their
maximum values. The thesis was awarded on the basis of practical requirements of company
IDEA AIR s.r.o. Results will by reﬂected in development of a new type aircraft seats. The
ﬁrst part deals with the testing of aircraft seats, types of seat belts and their materials.
The next part deals with the mathematical modeling of dynamic problems using the ﬁnite
element method (FEM). Derived procedures are further veriﬁed in several examples and
implemented in the Python programming language. Own calculation algorithm is applied
to the analysis of safety belt in the ﬁnal part. Results are compared with the simulation
performed in commercial software LS-DYNA.
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Seznam pouºitých zna£ek a symbol·
Zna£ka Jednotka Význam
A - matice koeﬁcient·
A mm2 plocha pr·°ezu
Ap mm2 plocha pr·°ezu pásu
B1, B2 mm rozm¥r sedadla
C - matice tlumení
D - matice materiálových konstant
E MPa modul pruºnosti v tahu
F - vektor vn¥j²ích sil
F N, lb síla
F0 - vektor po£áte£ního vn¥j²ího zatíºení
F0 N po£áte£ní zatíºení
FD N dovolené zatíºení pásu
Feff - vektor neznámých
FS N dovolené zatíºení spony
G MPa modul pruºnosti ve smyku
H mm vý²ka pásu
H1, H2 mm rozm¥r sedadla
K - matice tuhosti
KG - matice geometrické tuhosti
KL - matice tuhosti elementu
KT - elastická matice tuhosti






e m délka elementu
Lh mm délka hrany elementu
Lp mm délka pásu
Ln mm délka nástavce pásu
M - matice hmotnosti
Meff - matice koeﬁcient·
N - matice tvarových funkcí
N N normálová síla
P - vektor vnit°ních uzlových reakcí
R - vektor výsledných reakcí
R,RL, RP N sloºka vektoru výsledných reakcí
RLmax, RPmax N maximální výsledná reakce
RLx, RLy, RLz N sloºka výsledné reakce





Pz N sloºka výsledné reakce
Rx, Ry, Rxy, Ryz, Rxz N sloºka výsledné reakce
T - transforma£ní matice
Tmin s minimální perioda
V m3 objem
a, a1, a2 ms
−2 zrychlení
ax, ay ms
−2 zrychlení v ose x a y
b - vektor pravé strany
b Nm−1 s koeﬁcient tlumení
bp mm ²í°ka pásu
d mm pr·m¥r
g ms−2 tíhové zrychlení
h in vý²ka






l, l′ - vektor elementu
l1, l2 m délka
m,mz1,mz2 kg hmotnost
me kg hmotnost elementu
mf kg hmotnost ﬁguríny
mi, m˜,m kg hmotnost v uzlu
q kg hmotnostní parametr
q Nm−1 spojité zatíºení
sp mm tlou²´ka pásu
ss mm tlou²´ka elementu
t, tr1, tr2, tb, tc s £as
u - vektor posuv·
u˙ - vektor rychlostí
u¨ - vektor zrychlení
u˜ - vektor zobecn¥ných uzlových posunutí
˙˜u - vektor zobecn¥ných uzlových rychlostí
u0 - vektor po£áte£ních posuv·
u˙0 - vektor po£áte£ních rychlostí
u¨0 - vektor po£áte£ních zrychlení
u0 m po£áte£ní posuv
u˙0 ms
−1 po£áte£ní rychlost
u1, u2 m sloºka vektoru zobecn¥ných uzlových posunutí
ua m amplituda kmitání
ui m sloºka vektoru posuv·
ux, uy m výchylka v ose x a y
v0 ms
−1 po£áte£ní rychlost
v1, v2 m sloºka vektoru zobecn¥ných uzlových posunutí
vx, vy ms
−1 rychlost v ose x a y
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Zna£ka Jednotka Význam
x - vektor neznámých
x, y, z m sou°adnice
x1, x2, y1, y2 m sou°adnice uzlu
x′1, x′2, y′1, y′2 m sou°adnice uzlu
∆t s £asový krok
∆tcrit s kritický £asový krok
ϵ - vektor pom¥rných deformací
Πd J deforma£ní energie
Πk J kinetická energie
Ω s−1 vlastní kruhová frekvence tlumeného kmitání
Ω0 s−1 vlastní kruhová frekvence netlumeného kmitání
Ωmax s−1 maximální vlastní kruhová frekvence





αR, αRL, αRP, αyz
◦ sm¥r p·sobení reakce
αLxy, αPxy, αLxz, αPxz
◦ sm¥r p·sobení reakce




δ s−1 konstanta doznívání
ε, εx - pom¥rná deformace
η - faktor £asového kroku
θ, θ0, θ1, θ2
◦ úhel nato£ení
θ˙1, θ˙2 s−1 úhlová rychlost
θ¨1, θ¨2 s−2 úhlové zrychlení
µ - Poissonovo £íslo
ν kg hmotnostní parametr





−1 m¥rná hmotnost pásu
σ - vektor nap¥tí
σ MPa normálové nap¥tí
τ MPa smykové nap¥tí
ϕ ◦ nato£ení elementu




Lidstvo se od samého po£átku existence snaºí zdokonalovat ve v²ech oblastech lidského
poznání. Výsledky tohoto snaºení jsou dob°e vid¥t p°edev²ím v technických oblastech. První
nástroje k usnadn¥ní práce pouºívali na²i p°edkové uº p°ed n¥kolika miliony let. Primitivní
nástroje se postupem £asu zdokonalovaly a uº sta°í Egyp´ané byli schopni n¥kolik tisíc let
p°.n.l. stav¥t obrovské pyramidy za pomoci jednoduchých, ale d·myslných mechanism·.
Vývoj ²el stále rychleji vp°ed a na p°elomu 18. a 19. století dochází ke skute£né pr·myslové
revoluci, jejímº symbolem je parní stroj. O sto let pozd¥ji jiº sjíºdí z montáºní linky v
Detroitu první sériov¥ vyráb¥ný v·z Ford model T. Po£átkem 20. století, v roce 1903, se
díky bratr·m Wrightovým rovn¥º za£íná psát historie motorového létání. Technický pokrok
jde stále rychleji kup°edu a na dne²ní konstruktéry a vývojá°e jsou kladeny stále v¥t²í nároky.
Nov¥ vyvíjené a zdokonalované materiály a výrobní technologie umoº¬ují návrh a výrobu
stále leh£ích, pevn¥j²ích a bezpe£n¥j²ích konstrukcí a strojních sou£ástí. Sou£asným trendem
je rovn¥º sniºování zatíºení ºivotního prost°edí a výrobních náklad· na minimum.
K vývoji dochází i v oblasti leteckých sedadel. Jednou z ﬁrem, která se touto oblastí
zabývá, je spole£nost IDEA AIR s.r.o., která je zadavatelem této diplomové práce.
Ve v²ech odv¥tvích pr·myslu je pot°eba uº p°i návrhu díl· dodrºovat ur£ité zásady s
ohledem na bezpe£nost budoucího provozu. V dopravním pr·myslu, obzvlá²t¥ v leteckém,
platí toto dvojnásobn¥. Za dlouhá léta vývoje byla zavedena °ada závazných p°edpis· a no-
rem, £asto s celosv¥tovým dosahem. Pro certiﬁkaci n¥kterých výrobk·, a´ uº ke komer£nímu,
nebo soukromému vyuºití, je p°i vývoji nutné tyto na°ízení dodrºet. V leteckém pr·myslu
existuje °ada organizací, které dohlíºí na dodrºování norem, provád¥jí pot°ebné certiﬁkace, £i
dané normy vydávají. Mezinárodními standardy v oblasti leteckých sedadel se zabývá norma
SAE AS8049C [19], která deﬁnuje bezpe£nostní a výkonnostní parametry sedadel vrtulník·,
dopravních letadel i v²ech ostatních leteckých dopravních prost°edk·, které zahrnují nap°. ak-
robatická letadla, soukromé letouny apod. Tato práce se zam¥°uje na pouºití bezpe£nostního
pásu a jeho uloºení u sedadla v dopravním letadle pro civilní sféru. Uvedená norma vymezuje
d·leºité pojmy a deﬁnuje minimální výkonnostní parametry, kvaliﬁka£ní poºadavky a mini-
mální dokumentaci pot°ebnou pro sedadla cestujících a sedadla posádky. P°edpisy se týkají
konstrukce sedadel a jejich p°íslu²enství, v£etn¥ bezpe£nostních pás·, poºadavk· na tuhost
a pevnost konstrukce nejen statickou, ale i dynamickou. Rovn¥º p°edepisuje poºadované zá-
t¥ºové zkou²ky spolu s kritérii pro jejich vyhodnocení. Cílem je zaji²t¥ní odolnosti sedadla,
pohodlí pasaºéra a p°edev²ím jeho bezpe£nosti za normálních provozních podmínek, i p°i
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kritických zát¥ºných stavech. Norma popisuje poºadavky na sedadla orientovaná ve sm¥ru a
proti sm¥ru letu. Pro bo£ní sedadla je nutné zahrnout dodate£né poºadavky, jenº p°edepisuje
norma SAE AS8049/1.
1.1 Testování sedadel
Pro posouzení chování sedadel je zapot°ebí provést °adu test·. Ty se d¥lí na statické
a dynamické. Statické zát¥ºové testy mají prokázat schopnost konstrukce sedadla, v£etn¥
bezpe£nostních pás· i konstruk£ních prvk·, p°enést p°edepsané limitní zatíºení bez poru²ení
struktury po dobu minimáln¥ 3 sekund. Dojde-li k takovému poru²ení, které by mohlo vést
ke sníºení bezpe£nosti cestujících, nebo by zasahovalo do bezpe£ného provozu letadla, je
zkou²ka vyhodnocena jako neúsp¥²ná. Trvalé deformace po testu musí rovn¥º vyhovovat
dovoleným hodnotám. Statické testy se provád¥jí pro polohu sedadla, která odpovídá poloze
p°i rolování letadla po dráze, p°i vzletu a p°i p°istání.
Druhou skupinou jsou zkou²ky dynamické, tzv. crash testy. Ty jsou oproti statickým
náro£n¥j²í z hlediska provedení a vyhodnocení testu a spln¥ní v²ech poºadovaných kritérií.
Sedadlo, bezpe£nostní prvky, resp. bezpe£nostní pás, a dal²í související za°ízení musí spo-
lehliv¥ fungovat jako jeden celek za v²ech okolností a poskytnout ochranu sedící osob¥ nap°.
b¥hem nárazu p°i nouzovém p°istání letadla, p°i velkých turbulencích a podobných krizo-
vých situacích. Dle mezinárodní normy jsou poºadovány minimáln¥ dva dynamické testy pro
vyhodnocení chování celku sedadla p°i nárazu. Praktické provedení test· spo£ívá v upevn¥ní
konstrukce sedadla spolu s testovací ﬁgurínou na testovací za°ízení, kterým je polohovatelná
plo²ina pohybující se po kolejnicích, uvedení plo²iny se sedadlem do pohybu na poºadovanou
rychlost, £i p°edepsaným zrychlením, a následuje náraz plo²iny do bariéry, £i zabrºd¥ní plo-
²iny tak, aby bylo dosaºeno p°edepsaného zpomalení. V pr·b¥hu celého testu probíhá m¥°ení
pot°ebných veli£in a celý test je zaznamenáván vysokorychlostními kamerami. Poºadované
nastavení test· je popsáno v následujícím textu.
1.1.1 Konﬁgurace dynamických test·
Norma p°edepisuje poºadovaný charakter zatíºení b¥hem test· (viz obr. 1.1). Proﬁl tes-
tovacího impulsu je stejný pro ob¥ varianty. Konkrétní hodnoty jsou v²ak odli²né a jsou
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Obrázek 1.1: P°edepsaný pr·b¥h zatíºení
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P°i reálném testování se zpomalení m¥°í akcelerometry a výsledný pr·b¥h se vyhodnocuje
dle [19]. Jestliºe pr·b¥h zrychlení nemá poºadovaný tvar (nebo není v toleranci), je test
povaºován za neusp¥²ný.
1.1.2 Test #1 - Vyhodnocení strukturální integrity sedadla
První test slouºí k posouzení chování celku sedadla za testovacích podmínek, kdy p°evlá-
dající nárazová síla p·sobí ve sm¥ru páte°e sedícího pasaºéra v kombinaci s £elní nárazovou
silou. Tímto testem se posuzuje odolnost struktury sedadla, jeho tlumící vlastnosti, vyhod-
nocují se pr·b¥hy sil p·sobících na bederní páte° cestujícího a zkoumají se trvalé deformace
konstrukce. Rovn¥º mohou být vyhodnoceny pr·b¥hy posuvu, rychlosti a zrychlení hlavy tes-
tovací ﬁguríny. Konﬁgurace testu je znázorn¥na na obr. 1.2. ipkou je znázorn¥n poºadovaný
sm¥r p·sobení setrva£né síly p°i testu pod úhlem α1 = 30◦. Nam¥°ené zpomalení dosaºené
p°i této zkou²ce musí být minimáln¥ a1 = 14g, coº odpovídá hodnot¥ a1 ≈ 140m/s2. Doba
lineárního náb¥hu, p°i kterém je dosaºeno tohoto zpomalení, nesmí p°ekro£it maximální
hodnotu tr1 = 80 ms.
Jak jiº bylo zmín¥no, tento test slouºí p°edev²ím k posouzení pevnosti konstrukce sedadla.
Pro vyhodnocení chování bezpe£nostního pásu a reakcí v uchycení pásu nemá
prakticky ºádný význam a tato práce se jím dále nezabývá.
α1
a1
Obrázek 1.2: Konﬁgurace testu #1
1.1.3 Test #2 - Vyhodnocení integrity struktury sedadla a chování bez-
pe£nostního pásu
Druhý test posuzuje chování systému za podmínek, kdy p°evládající nárazová síla p·sobí
ve sm¥ru podélné osy letadla v kombinaci s bo£ní nárazovou silou. Tento test rovn¥º posu-
zuje odolnost struktury sedadla, její trvalé deformace a dále chování a zatíºení pánevního
bezpe£nostního pásu, p°ípadn¥ i hrudního, pokud je pouºit. Dále je moºné vyhodnotit £a-
sový pr·b¥h trajektorie hlavy testovací ﬁguríny, pr·b¥hy kinematických veli£in pohybu hlavy
(posuv, rychlost, zrychlení) a zatíºení konzoly sedadla, která je uloºena v kolejnicích nebo je
jinak p°ipevn¥na k podlaze, resp. konstrukci letadla. Konﬁgurace testu #2 je znázorn¥na na
obr. 1.3. ipkou je znázorn¥n poºadovaný sm¥r p·sobení setrva£né síly p°i testu. Nam¥°ené
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zpomalení dosaºené p°i této zkou²ce musí být minimáln¥ a2 = 16 g, coº odpovídá hodnot¥
a2 ≈ 160 m/s2. Doba lineárního náb¥hu, p°i kterém je dosaºeno tohoto zpomalení nesmí
p°ekro£it hodnotu tr2 = 90 ms.
α2
a2
Obrázek 1.3: Konﬁgurace testu #2
Tento test je klí£ový pro vyhodnocení pr·b¥hu zatíºení v místech uloºení
bezpe£nostních pás·. Navíc je zde p°ed provedením testu poºadováno nato£ení sedadla o
minimální úhel α2 = 10◦ vzhledem k podélné ose letadla. Mimo to je p°ed testem p°edepsána
poºadovaná deformace podlahy, resp. konstrukce, ve které je sedalo p°i zkou²ce uloºeno.
Tato deformace má prokázat, ºe celý systém sedadla z·stane b¥hem nárazu i po n¥m pln¥
funk£ní a nedojde k poru²ení upevn¥ní k podlaze, ani v p°ípad¥ siln¥ zdeformované struktury
letadla (nebo konstrukce sedadla). P°i fyzickém testování je sedadlo zpravidla uloºeno na
tuhých stavitelných nosnících a poºadovaná deformace podlahy se realizuje nato£ením t¥chto
nosník·. Pro vyhodnocení pr·b¥hu reakcí v kotevních bodech pásu v²ak tato podmínka nemá
význam a nebude proto v pozd¥j²ích simulacích uvaºována. Samotná podlaha nemusí být p°i
testu #2 zahrnuta. V p°ípad¥ umíst¥ní sedadel ve více °adách je t°eba testovat alespo¬ dv¥
°ady sedadel za sebou v odpovídající vzdálenosti. P°i testu se pak navíc vyhodnocují kritéria
poran¥ní nohou a hlavy sedící osoby. Pro prvotní návrh, kdy není známo rozmíst¥ní sedadel
ani p°esná konstrukce sedadla, je v²ak tato podmínka nevýznamná.
1.2 Testovací ﬁgurína
Pro oba testy se pouºívá standardizovaná, kalibrovaná testovací ﬁgurína (Dummy, ATD)
s modelovým ozna£ením Hybrid III [20]. Tyto ﬁguríny simulují lidskou odezvu na vn¥j²í
fyzikální podn¥ty a slouºí k testování moºnosti vzniku poran¥ní osob a chování lidského t¥la
nap°. p°i nárazových zkou²kách v automobilovém, vlakovém £i leteckém pr·myslu nebo pro
pot°eby armády. Figuríny jsou osazeny sníma£i kinematických a silových veli£in a v pr·b¥hu
testu zaznamenávají údaje, pomocí nichº se následn¥ vyhodnocují kritéria poran¥ní a dal²í
poºadované informace. Parametry ﬁguríny (hmotnost, rozm¥ry) se °ídí p°íslu²nými normami,
viz [19]. Ozna£ení Hybrid III zahrnuje n¥kolik velikostí testovacích ﬁgurín. Jedná se o 50 a
95 percentilovou muºskou ﬁgurínu, 5 percentilovou ºenskou ﬁgurínu a ﬁguríny deseti, ²esti a
t°íletého dít¥te. Pro vý²e uvedené testy, stejn¥ jako pro p°eváºnou £ást v²ech provád¥ných
crash test· v r·zných odv¥tvích, se pouºívá 50 percentilová muºská ﬁgurína o hmotnosti
mf = 77 kg (obr. 1.4).
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Obrázek 1.4: 50 percentilová ﬁgurína Hybrid III [21]
Krom¥ zmín¥ných typ· existují i dal²í speciální ﬁguríny, ur£ené nap°. pro testovéní bo£-
ních náraz·, testování bezpe£nostních pás· bez moºnosti vyhodnocení kritérií poran¥ní,
apod. V¥t²inu testovacích ﬁgurín zp°ístup¬uje ﬁrma LSTC na základ¥ platné licence ve
form¥ odlad¥ného a kalibrovaného kone£noprvkového modelu.
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Kapitola 2
Analýza bezpe£nostních pás·
V p°edchozí kapitole byly stanoveny parametry testování sedadel, které jsou výchozí
rovn¥º pro numerické simulace. Dále je pot°eba stanovit konkrétní typ bezpe£nostního pásu,
pouºitý materiál a geometrii, resp. rozm¥ry bezpe£nostního pásu.
2.1 Typy pás·
V letectví se pouºívá n¥kolik typ· bezpe£nostní pás·. Li²í se p°edev²ím podle oblasti
jejich pouºití. Pro posádku dopravních letadel jsou ur£eny pásy vícebodové, tj. t°íbodové,
£ty°bodové nebo p¥tibodové, pro pasaºéry ekonomické t°ídy pak nej£ast¥ji pásy dvoubodové.
V soukromých a sportovních letadlech, vrtulnících £i vojenských nebo jiných speciálních le-
tounech je v¥t²inou vyºadováno pouºití vícebodových pás·. N¥které vícebodové pásy mohou
být vybaveny samonavíjecím za°ízením, podobn¥ jako je tomu u automobilového pásu. Sché-
matické znázorn¥ní nejb¥ºn¥j²ích typ· je na obr. 2.1. Tato práce je zam¥°ena na analýzu
dvoubodového bezpe£nostního pásu, který obepíná pouze pánev sedícího pasaºéra.
Obrázek 2.1: Schéma bezpe£nostních pás·; zleva: 2 bodový; Y-pás; 3 bodový; 4 bodový; 5
bodový
Z konstruk£ního hlediska má být dle normy [19] pánevní dvoubodový pás navrºen tak,
aby vertikální úhel mezi st°ednicí pásu a vodorovnou £arou procházející referen£ním bodem
sedadla byl v rozmezí αp = 30◦ − 55◦ (viz obr. 2.2). Kotevní body pánevního pásu navíc
nesmí být více neº 51 mm p°ed referen£ním bodem sedadla. Ú£elem správné polohy uloºení
pás· je zajistit, aby v pr·b¥hu statických ani dynamických zkou²ek nedo²lo ke sklouznutí
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pásu z pánve pasaºéra. P°i návrhu je pot°eba rovn¥º vylou£it moºnost roz°ezání £i jiného
poru²ení pásu o jinou sou£ást sedadla, coº by mohlo vést k fatálnímu sníºení bezpe£nosti.
referen£ní bodαp
Obrázek 2.2: Referen£ní bod sedadla
2.2 Materiály popruhové tkaniny pás·
Nej£ast¥ji pouºíváné materiály popruhové tkaniny, ze které je pás vyroben, jsou nylon
nebo polyester. V [4] je provedena parametrická studie a srovnání výsledk· pro oba materiály.
Z £lánku vyplývá, ºe p°i simulacích se maximální hodnoty sledovaných veli£in, tj. reakcí v
kotevních bodech pásu, pro oba materiály p°íli² neli²í. Dle literatury se jeví jako bezpe£n¥j²í
nylonový pás a bude v této práci uvaºován. Pro stanovení materiálového modelu, tj. závis-
losti zát¥ºné síly na pom¥rném prodlouºení pásu, je zapot°ebí provést tahovou zkou²ku, jak
popisuje nap°. [5]. Tato materiálová charakteristika byla ode£tena z [4]. P·vodní materiálová
odezva byla linearizována a výsledná závislost pom¥rného prodlouºení pásu na zat¥ºující síle
je patrná z obr. 2.3. V tab. 2.1 jsou uvedeny sou°adnice bod· stanovené materiálové charak-
teristiky. Pro srovnání je vykreslena rovn¥º linearizovaná materiálová k°ivka polyesterového
pásu a její hodnoty jsou uvedeny v tab. 2.2.
U nylonových pás· dosahuje dovolené zatíºení v tahu hodnoty FD = 13,3 kN. To je dáno
p°edev²ím pevností spony pásu. Samotná nylonová popruhová tkanina dosahuje únosnosti
aº 24 kN, polyesterová tkanina aº 35 kN.
V²echny pouºité materiály musí dále spl¬ovat poºadavky na neho°lavost.
F [N] 2000 6000 11 500 6000 1800 0
ε [-] 0,025 0,12 0,19 0,175 0,125 0,075
Tabulka 2.1: Sou°adnice materiálové charakteristiky nylonového pásu
Pro pozd¥j²í analýzy je pot°eba ur£it modul pruºnosti nylonového pásu, který je ur£en z
linearizovaného pr·b¥hu zát¥ºné v¥tve materiálové k°ivky nylonového pásu, viz obr. 2.4.
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Obrázek 2.3: Linearizovaná materiálová charakteristika pásu
F [N] 5000 11 500 6000 2000 0
ε [-] 0,02 0,075 0,062 0,04 0,018
Tabulka 2.2: Sou°adnice materiálové charakteristiky polyesterového pásu
kde plocha pr·°ezu Ap = bp sp. Rozm¥ry pásu bp a sp jsou uvedeny dále. Hodnota Poissonova
£ísla je dle [18] zvolena µ = 0,39.
Výsledné materiálové konstanty, v£etn¥ hustoty ρ, jsou uvedeny v tab. 2.3.
E [MPa] G [MPa] µ [-] ρ [kgm−3]
1050 375 0,39 1100
Tabulka 2.3: Materiálové konstanty
2.3 Geometrie bezpe£nostního pásu
Geometrie bezpe£nostního pásu se m·ºe mírn¥ li²it v závislosti na výrobci a typu pásu.
í°ka analyzovaného pásu je bp = 48 mm a tlou²´ka sp = 1,2 mm. Maximální délka pásu se
pohybuje okolo Lp ≈ 1400mm a je nastavitelná dle pot°eby. Pás je moºné prodlouºit pomocí
speciálního nástavce o maximální délce Ln ≈ 630mm. Geometrie pásu je znázorn¥na na obr.
2.5 a jeho skute£ný a idealizovaný pr·°ez je znázorn¥ný na obr. 2.6.
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Obrázek 2.6: Proﬁl pr·°ezu bezpe£nostního pásu
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2.4 Bezpe£nostní spony
Sou£ástí pásu musí být kovová bezpe£nostní blokovací spona, která v p°ípad¥ nouze umoº-
¬uje rychlé rozepnutí pásu. Konstrukce spon se li²í podle výrobce nebo poºadavk· zákazníka,
funk£nost v²ak musí z·stat zachována. Nejv¥t²í rozdíl je v konstrukci spony dvou, p°ípadn¥
t°íbodového pásu, a spony pro £ty° a p¥ti bodový pás. P°íklad spony pro dvoubodový pás
je na obr. 2.7.
Obrázek 2.7: B¥ºná spona bezpe£nostního pásu [22],[23]
U tohoto typu dojde k rozepnutí pásu vyklopením horní £ásti mechanismu spony. Kon-
strukce je vyrobena z vysokopevnostní hliníkové slitiny nebo z oceli a je dimenzována na
zatíºení v tahu FS = 11− 13 kN. Stejný typ spony se pouºívá rovn¥º pro t°íbodový pás.
Alternativou je mechanismus podobný automobilovému zapínání pásu s tla£ítkovým zám-
kem. P°íklad je na obr. 2.8.
Obrázek 2.8: Tla£ítková spona bezpe£nostního pásu [24]
Byla provedena studie [8], která si kladla za cíl srovnat dobu pot°ebnou k rozepnutí pásu
vybaveného b¥ºnou vykláp¥cí sponou nebo sponou tla£ítkovou. Výsledky testování ukazují,
ºe v pr·m¥ru krat²í £as pot°ebuje pasaºér k rozepnutí klasické spony. Auto°i v²ak zárove¬
uvád¥jí, ºe pot°ebná doba je závislá na mnoha faktorech, jako jsou nap°. zku²enosti s daným
mechanismem, v¥k, apod. Tento typ se pouºívá v men²í mí°e a to p°eváºn¥ v malých letadlech,
p°ípadn¥ ve vy²²ích cestovních t°ídách dopravních letadel.
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U ostatních vícebodových pás· se pouºívají rota£ní spony (obr. 2.9), u nichº dojde k
rozepnutí pooto£ením mechanismu.
Obrázek 2.9: Rota£ní spona bezpe£nostního pásu [25],[26]
Bezpe£nostní pásy s rota£ní sponou se hojn¥ vyuºívají i v jiných odv¥tvích, jako je nap°.
motorsport.
Kapitola 3
Explicitní metoda °e²ení pohybových
rovnic
V p°edchozích kapitolách byly stanoveny pot°ebné parametry testu a materiálové para-
metry bezpe£nostního pásu. Dále bude odvozeno matematické pozadí °e²ení dynamických
úloh a budou provedeny numerické simulace testu sedadla.
Pro °e²ení dynamických úloh pomocí metody kone£ných prvk· je pot°eba sestavit pohy-
bovou rovnici zkoumané soustavy ve tvaru
Mu¨(t) +Cu˙(t) +Ku(t) = F(t), (3.1)
kdeM je matice hmotnosti,C je matice tlumení, F je vektor vn¥j²ích sil a u je vektor posuv·.
K °e²ení pohybové rovnice, resp. soustavy nelineárních oby£ejných diferenciálních rovnic, je
moºno vyuºít tzv. modální transformace, která p°evede soustavu na soustavu nezávislých
rovnic. Dal²í moºností je pouºití diferen£ní metody, coº vede k p°ímé integraci pohybových
rovnic. Hledaným °e²ením je vektor posuv· u(t), p°ípadn¥ jeho první a druhá derivace (vektor
rychlosti a zrychlení). V závislosti na uºitém diferen£ním schématu se p°ímá integrace d¥lí
na explicitní a implicitní. Oba zp·soby °e²ení spo£ívají v nahrazení derivací vektoru posuv·
diferencemi (diskretizaci spojitého pr·b¥hu hledané veli£iny v £ase), s £asovým krokem ∆t
(obr. 3.1).
ui [mm]
0 t1 t2 tn−1tn tn+1 t [ms]T
∆t
Obrázek 3.1: P°íklad £asového pr·b¥hu sloºky vektoru posuv· ui
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Pohybová rovnice se p°evede na soustavu obecn¥ nelineárních algebraických rovnic. Výb¥r
integra£ní metody závisí na povaze °e²eného problému a omezuje moºnost volby velikosti
£asového kroku ∆t. Pro numerickou stabilitu explicitní metody musí být ∆t velmi malý a
proto se s výhodou vyuºívá k simulaci rychlých d¥j·, jako jsou nap°. crash testy, výbuchy,
pr·st°ely apod. Trvání t¥chto d¥j· se pohybuje v °ádu milisekund a pro popis celé odezvy
je nezbytné integrovat s dostate£n¥ malým £asovým krokem - ten se m·ºe navíc v pr·b¥hu
výpo£tu podle pot°eby m¥nit. Naproti tomu implicitní metoda je za ur£itých p°edpoklad·
nepodmín¥n¥ stabilní a je moºné volit ∆t mnohem v¥t²í. Pouºívá se k analýze pomalých
nebo kvazistatických d¥j·, jako je nap°. tvá°ení nebo obráb¥ní. Krom¥ velikosti £asového
kroku se ob¥ metody li²í ve zp·sobu výpo£tu posuvu v £ase t+∆t. Zatímco u explicitního
algoritmu je hledaná hodnota funkcí posuvu v £ase t a t−∆t, u implicitního algoritmu navíc
hledaný posuv závisí na dosud neznámé hodnot¥ posuvu v £ase t+∆t. Dále bude podrobn¥ji
rozebrána explicitní metoda p°ímé integrace pohybové rovnice z d·vodu její vhodnosti pro
analyzování problematiky bezpe£nostních pás·.
3.1 Odvození explicitní metody
Pro odvození explicitního algoritmu integrace pohybové rovnice v £ase se vyuºije apro-
ximace výchylky v £ase t + ∆t a t −∆t pomocí Taylorova polynomu. Posuv v £ase t + ∆t
pak lze vyjád°it jako







u t + · · · (3.2)
a v £ase t−∆t







u t + · · · . (3.3)
Kubické a vy²²í £leny rozvoje lze za p°edpokladu rovnom¥rn¥ zrychleného pohybu pro malý
£asový krok zanedbat. Tím se do °e²ení vnese tzv. numerické tlumení. Následným ode£tením





Se£tením 3.2 a 3.3 se ur£í vztah pro zrychlení u¨ v £ase t ve tvaru
u¨t =
ut−∆t − 2ut + ut+∆t
∆t2
. (3.5)
Dosazením vztah· 3.4 a 3.5 do pohybové rovnice 3.1 se získá pohybová rovnice v diferen£ním
tvaru
M





+Kut = Ft. (3.6)






2 (Ft −Kut) +M (2ut − ut−∆t) + ∆tC
2
ut−∆t, (3.7)
jak je uvedena nap°. v [12]. Je t°eba si uv¥domit, ºe matice hmotnosti M a matice tlumení
C mohou mít v²echny prvky obecn¥ nenulové a p°i °e²ení takové rovnice nastává nejv¥t²í
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problém p°i inverzi výsledné matice na levé stran¥ rovnice M+ ∆tC2 . V praxi se proto £asto
zavádí substituce ve tvaru
ut+∆t − ut−∆t
2∆t
≈ ut − ut−∆t
∆t
. (3.8)
Dosazením substituce do rovnice 3.6 se po úprav¥ získá
Mut+∆t = ∆t
2 (Ft −Kut) +M (2ut − ut−∆t) + ∆tC (ut−∆t − ut) , (3.9)
kde na levé stran¥ ﬁguruje jiº pouze matice hmotnosti. Dal²ího zjednodu²ení lze rovn¥º do-
sáhnout, bude-li uvaºováno Rayleighovo tlumení. Pro p°esné ur£ení matice tlumení je pot°eba
provést náro£né experimenty. Z tohoto d·vodu se obvykle uvaºuje viskózní model tlumení,
který je závislý na pohybu. Matice tlumení se pak volí ve tvaru C = αM + βK, kde αM
p°edstavuje vn¥j²í tlumení a βK tlumení vnit°ní (materiálové). Zanedbá-li se materiálové
tlumení, bude C = αM. Provede-li se nyní dosazení nap°. do rovnice 3.7 a vynásobí se celá





2∆t2M−1 (Ft −Kut) + 4ut + (α∆t− 2)ut−∆t
]
. (3.10)
V praxi se £asto pouºívá diagonální matice hmotnosti, coº má za následek výrazné zjedno-
du²ení výpo£tu, nebo´ inverze diagonální matice je její p°evrácená hodnota. Pro výpo£ty
bude uvaºována nezjednodu²ená diskrétní rovnice 3.7.
3.1.1 Startovací procedura
P°i podrobn¥j²ím pohledu na rovnici 3.7 je patrné, ºe v £ase t = 0, tj. za£átek výpo£tu,
je nutné znát výchylku v okamºiku p°ed analyzovaným d¥jem, v £ase t = −∆t. Pro zahájení
výpo£tu se pouºívá tzv. startovací procedura, jejímº úkolem je nalézt neznámou výchylku.
Vyuºije se zde op¥t Taylorova rozvoje




Dosazením po£áte£ních podmínek v £ase t = 0: u = u0, u˙ = u˙0 se získá rovnice ve tvaru




Neznámé u¨0 se ur£í z pohybové rovnice 3.1 dosazením po£áte£ních podmínek
Mu¨0 +Cu˙0 +Ku0 = F0, (3.13)
jako
u¨0 =M
−1 (F0 −Cu˙0 −Ku0) . (3.14)
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3.1.2 asový krok
Volba £asového kroku ∆t je u explicitního algoritmu zna£n¥ limitována a na jeho volb¥
závisí, zda bude výpo£et reáln¥ popisovat skute£nost £i nikoliv. Rovnice 3.7, 3.9 a 3.10 jsou







Ωmax, resp. Tmin závisí na parametrech sít¥ kone£ných prvk· a je to maximální hodnota
vlastní kruhové frekvence, resp. nejmen²í hodnota periody vlastního netlumeného kmitání
ze v²ech prvk·. Velikost £asového kroku je moºno dále sníºit pomocí faktoru η
∆t = η∆tcrit, (3.16)
kde faktor η ∈ (0, 1⟩. Vliv velikosti faktoru η je demonstrován na p°íkladu kmitání diskrétního
systému s 1 stupn¥m volnosti (p°íklad v kapitole 3.2.1a) a pr·b¥h výchylky p°i r·zné hodnot¥
η je patrný z obr. 3.2 a 3.3. S klesající velikostí £asového kroku se numerické °e²ení
blíºí analytickému, zárove¬ tím v²ak roste celkový £as pot°ebný pro výpo£et.















Obrázek 3.2: Vliv velikosti £asového kroku
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Obrázek 3.3: Vliv velikosti £asového kroku - detail
3.2 Aplikace explicitní metody
Jedním z hlavních cíl· této práce je vytvo°ení výpo£etního algoritmu v programo-
vacím jazyce Python pro zjednodu²enou analýzu bezpe£nostního pásu. Algoritmus
je postupn¥ odlad¥n na n¥kolika p°íkladech výpo£tu dynamického chování diskrétního i spo-
jitého systému, u nichº je známo analytické °e²ení. Úlohy jsou °azeny od elementárních -
diskrétní systém s 1 stupn¥m volnosti - aº po komplexní °e²ení systému kontinua pomocí
MKP, se zahrnutím vlivu geometrických nelinearit. Kaºdá úloha ur£itým zp·sobem roz²i°uje
úlohu p°edcházející a vlastní algoritmus. V²echny p°íklady jsou uvedeny dále v kapitolách
3.2.1a aº 3.2.2c. V kapitole 4.1 jsou pak vyuºity v²echny poznatky pro samotnou analýzu
pásu.
Úprava rovnice pro implementaci
Pro implementaci algoritmu je výhodné rovnici 3.7 formáln¥ upravit na tvar
”Ax = b”, (3.17)
kde A je matice koeﬁcient·, x je vektor neznámých a b je vektor pravé strany. Rovnice, resp.
soustava rovnic v tomto tvaru je pak °e²itelná r·znými metodami a´ uº p°ímými, jako nap°.
Choleského rozklad, LU rozklad, nebo itera£ními, mezi které pat°í nap°. metoda sdruºených










Meff ut+∆t = Feff , (3.18)
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kde matice koeﬁcient· je ozna£ena jako Meff , vektor pravé strany jako Feff a vektorem
neznámých je zde vektor posuv· v £ase t+∆t ut+∆t.
Obecné schéma explicitní metody
Algoritmus samotného výpo£tu lze obecn¥ rozvrhnout do následujících krok·:
1. Speciﬁkace materiálových dat
2. Na£tení sít¥ kone£ných prvk·
3. Speciﬁkace parametr· algoritmu(velikost kroku ∆t, celkový £as)
4. Speciﬁkace po£áte£ních podmínek u0, u˙0,F0
5. Sestavení globálních matic soustavy K,M na základ¥ transformace
6. Speciﬁkace vektoru zatíºení Ft
7. Startovací procedura - výpo£et u−∆t
8. Za£átek itera£ní smy£ky:
8.1 Sestavení vektoru pravé strany Feff
8.2 Sestavení matice koeﬁcient· Meff
8.3 e²ení soustavy Meff ut+∆t = Feff
8.4 Uloºení výsledk·
8.5 Transformace matice tuhosti podle nových sou°adnic uzl·
Konec itera£ní smy£ky
9. Konec výpo£tu
Transformace uvedená u bodu 5 je po£áte£ní transformace matic daná geometrií úlohy.
Transformace u bodu 8.5 se pro malé posuvy a deformace neprojeví. V takovém p°ípad¥
lze tento bod p°esko£it. V²echny p°ípady budou demonstrovány na p°íkladech. Algoritmus
je moºno dále roz²í°it nap°. o automatickou zm¥nu £asového kroku v závislosti na zm¥n¥
pr·°ezových charakteristik kone£ných prvk· v d·sledku jejich deformace. Pozd¥ji, v kapitole
3.2.2, budou do algoritmu zahrnuty geometrické nelinearity ve form¥ velkých posunutí, resp.
nato£ení element·.
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3.2.1 Diskrétní systém
Prvotní ov¥°ení explicitního algoritmu je provedeno analýzou diskrétního systému typu
hmotný bod - pruºina na p°íkladu volného netlumeného a tlumeného kmitání. Aplikace na
obdobném p°íkladu je uvedena v [6].
3.2.1a P°íklad volného netlumeného kmitání s 1 stupn¥m volnosti
Popis úlohy
Cílem analýzy je ur£it £asový pr·b¥h výchylky u(t) diskrétního systému tvo°eného 1
t¥lesem - hmotným bodem o hmotnosti m = 1kg. T¥leso kmitá na lineární pruºin¥ o tuhosti
k = 1 Nm−1. Po£áte£ní výchylka v £ase t = 0 je u0 = 1m a po£áte£ní rychlost u˙0 = 0. Tato
úloha odpovídá °e²ení kmitání p°edpruºeného t¥lesa po jeho uvoln¥ní. Analytické °e²ení je





Obrázek 3.4: Schéma úlohy netlumeného kmitání s 1 stupn¥m volnosti
Analytické °e²ení
Netlumené kmitání soustavy s 1 stupn¥m volnosti je moºné popsat pohybovou rovnicí
mu¨+ k u = 0, (3.19)
jejíº °e²ení lze odvodit ve tvaru
u(t) = ua sin(Ω0 t+ ϕ0), (3.20)
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a ua a ϕ0 jsou integra£ní konstanty, které p°edstavují amplitudu kmitání a fázový posuv a














e²ením rovnice 3.20 pro dané po£áte£ní podmínky u0 a u˙0 se získá pr·b¥h výchylky t¥lesa
v £ase t.
Numerické °e²ení explicitní metodou
Pro numerické °e²ení explicitní metodou je zapot°ebí p°evést pohybovou rovnici 3.19
na tvar 3.7, resp. 3.18. V p°ípad¥ netlumeného systému s 1 stupn¥m volnosti p°ejde
maticová rovnice 3.7 na skalární rovnici ve tvaru
mut+∆t = ∆t
2 (Ft − k ut) +m (2ut − ut−∆t) . (3.24)
Startovací procedura bude mít tvar








(F0 − k u0) . (3.26)
Pro volné kmitání se rovnice 3.24 je²t¥ zjednodu²í na
mut+∆t = −∆t2k ut +m (2ut − ut−∆t) , (3.27)
a rovnice 3.26 na
u¨0 = − k
m
u0 = −Ω20 u0. (3.28)
Úpravou rovnice 3.27 se získá hledané numerické °e²ení pohybové rovnice 3.19 v diferen£ním
tvaru
ut+∆t = −∆t2Ω20 ut + 2ut − ut−∆t. (3.29)
e²ením rovnice 3.29 pro dané po£áte£ní podmínky u0 a u˙0 a £asový krok ∆t se získá
op¥t pr·b¥h výchylky t¥lesa v £ase t. Numerické °e²ení pohybové rovnice je pro jednotnost
provedeno s £asovým krokem ∆t = 1 s, který odpovídá podmínce 3.15. Srovnání £asového
pr·b¥hu výchylky získaného analyticky a numericky je na obr. 3.5. Je patrné, ºe pro dané
parametry systému a zvolený £asový krok se odezva vypo£tená explicitním algoritmem mírn¥
zpoº¤uje za analytickým °e²ením. Porovnání pr·b¥h· pro jiné velikosti £asového kroku je
uvedeno jiº d°íve na obr. 3.2 a 3.3.
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Obrázek 3.5: Analytické a numerické °e²ení netlumeného kmitání
3.2.1b P°íklad volného tlumeného kmitání s 1 stupn¥m volnosti
Popis úlohy
Pro ov¥°ení vlivu tlumení v explicitních rovnicích je zde uveden p°íklad volného tlume-
ného kmitání, který je k nalezení rovn¥º v [11]. Zadání úlohy je stejné jako pro volné kmitání
v p°ede²lé kapitole 3.2.1a. Navíc zde v²ak p°ibude tlumení s koeﬁcientem b = 0,1 Nm−1s.






Obrázek 3.6: Schéma úlohy tlumeného kmitání s 1 stupn¥m volnosti
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Analytické °e²ení
Tlumené kmitání soustavy s 1 stupn¥m volnosti lze popsat pohybovou rovnicí
mu¨+ b u˙+ k u = 0, (3.30)
jejíº °e²ení se dá odvodit ve tvaru
u(t) = ua e
−δ t sin(Ω t + ϕ0). (3.31)





a vlastní kruhová frekvence
Ω =
√
Ω20 − δ2. (3.33)
Integra£ní konstanty ua a ϕ0 p°edstavují amplitudu kmitání a fázový posuv a ur£í se z












u˙0 + u0 δ
)
. (3.35)
e²ením rovnice 3.31 pro dané po£áte£ní podmínky u0 a u˙0 se získá pr·b¥h výchylky t¥lesa
v £ase t.
Numerické °e²ení explicitní metodou
Numerické °e²ení kmitání tlumeného systému je analogické s °e²ením systému netlume-
ného. Rovnice v²ak také obsahuje £leny, které zohled¬ují tlumení. V p°ípad¥ tlumeného







2 (Ft − k ut) +m (2ut − ut−∆t) + ∆t b
2
ut−∆t. (3.36)
Startovací procedura má tvar








(F0 − b u˙0 − k u0) . (3.38)





ut+∆t = −∆t2 k ut +m (2ut − ut−∆t) + ∆t b
2
ut−∆t (3.39)
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a 3.38 na




u0 = −2 δ u˙0 − Ω2 u0. (3.40)




(−∆t2Ω20 ut + 2ut − ut−∆t +∆t δ ut−∆t) . (3.41)
Numerické °e²ení je provedeno pouze pro £asový krok o velikosti ∆t = 1s. Srovnání £asového
pr·b¥hu výchylky získaného analyticky a numericky je na obr. 3.7. Pro dané parametry je
op¥t patrné zpoº¤ování odezvy získané numericky oproti analytickému °e²ení. V grafu je
navíc vykreslena obálka funkce analytického °e²ení, která je popsána £lenem e−δ t v rovnici
3.30 a má exponenciální pr·b¥h.













Obrázek 3.7: Analytické a numerické °e²ení tlumeného kmitání
Skript pouºitý pro výpo£et p°ede²lých úloh v Pythonu je uveden v p°íloze A. Jedná se o
stejný algoritmus pro tlumený i netlumený systém. Volba se provádí pouze zadáním hodnoty
sou£initele b. Tedy pro netlumený systém b = 0 a pro tlumený b > 0. V kódu je zahrnuto i
vykreslení pr·b¥h· pro prom¥nnou velikost £asového kroku z obr. 3.2 a 3.3.
Na t¥chto dvou p°íkladech byl ov¥°en p°edev²ím vliv velikosti £asového kroku a správnost
odvozeného explicitního algoritmu se zahrnutím vlivu vn¥j²ího tlumení.
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3.2.2 Kontinuum - maticová formulace
Dosud uvedené p°íklady byly °e²eny bez vyuºítí MKP pouze pro ov¥°ení funk£nosti algo-
ritmu. Pro dal²í úlohy jiº bude zavedena kone£noprvková formulace °e²ených problém·. Ve
v²ech následujících aplikacích bude pouºit dvouuzlový ty£ový prvek.
Nelineární schéma explicitní metody
V p°edchozích p°íkladech byla uvaºována konstantní tuhost element· v celém £asovém
intervalu výpo£tu. U mnoha reálných p°ípad· je v²ak tuhost funkcí £asu, resp. posunutí uzl·.
To nastává p°i zahrnutí nelinearit do výpo£tu, které lze nap°. dle [2] rozd¥lit do n¥kolika
hlavních skupin.
Prvním typem jsou materiálové nelinearity, u kterých se p°edpokládá zanedbatelné po-
sunutí uzl· a deformace element·, ale nap¥´ov¥-deforma£ní vztahy jsou nelineární. Tyto
nelinearity je nutné zahrnout do výpo£tu p°i pouºití materiálu s nelineárním nap¥´ov¥-
deforma£ním chováním, jako nap°. pryº, nebo p°i vzniku plastických deformací v sou£ásti.
Závisí tedy na pouºitém materiálu, resp. na volb¥ materiálového modelu. Pro výpo£et nap¥tí
a deformací se zde pouºívájí vztahy pro tzv. inºenýrské nap¥tí a deformaci. V této práci
bude pro výpo£et uvaºován materiál s lineárním chováním v elastické oblasti,
tedy bude p°edpokládána platnost Hookeova zákona.
Dal²ím typem nelinearit jsou nelinearity geometrické. Ty jsou zap°í£in¥ny vºdy velkými
posuvy, p°íp. rotacemi element·, p°i£emº v prvním p°ípad¥ dochází i k velkým deforma-
cím prvk·, zatímco ve druhém p°ípad¥ jsou deformace malé. V obou p°ípadech mohou být
nap¥´ov¥-deforma£ní vztahy lineární nebo nelineární. Dochází-li k velkým posuv·m, je nutné
po£ítat s veli£inami v posunutých polohách. Pro popis pohybu kontiua vzhledem k referen£-
nímu sou°adnému systému se ve strukturální mechanice pouºívá Lagrangeova formulace,
která sleduje pohyb bod· kontinua. Ta se dále d¥lí na totální Lagrangeovu formulaci, kdy
jsou v²echny veli£iny vztaºeny k p·vodní konﬁguraci a na aktualizovanou Lagrangeovu for-
mulaci, u které jsou veli£iny vztaºeny ke konﬁguraci na za£átku kaºdého zát¥ºného kroku.
Pro výpo£et nap¥tí a deformací se zahrnutím geometrických nelinearit se nej£ast¥ji pouºívá
Green-Lagrange·v tenzor p°etvo°ení ve spojení s 2. Piolla-Kirchhoﬀovým tenzorem nap¥tí.
Výhodou t¥chto tenzor· je, ºe jsou invariantní v·£i posuv·m t¥lesa jako tuhého celku. 2.
Piolla-Kirchhoﬀ·v v²ak nemá p°ímý fyzikální význam a pro vyhodnocení napjatosti je nutné
jej p°epo£ítat pomocí p°evodních vztah· na Cauchyho tenzor nap¥tí, který odpovídá skute£-
nému nap¥tí v sou£ásti. Tento druh nelinearit je zahrnut do následujících aplikací.
Pro úplnost je zde uveden je²t¥ jiný pouºívaný zp·sob popisu pohybu kontiua, kterým
je Eulerova formulace. Ta se pouºívá p°eváºn¥ pro analýzy v mechanice tekutin a pro vý-
po£et nap¥tí a p°etvo°ení se pouºívá Almasiho tenzor p°etvo°ení ve spojení s jiº zmín¥ným
Cauchyho tenzorem nap¥tí.
Posledním typem nelinearit jsou kontakty, p°ípadn¥ nelinearity zp·sobené zm¥nou okra-
jových podmínek. Tyto nebudou ve vlastní aplikaci uvaºovány.
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Rovinný ty£ový prvek
V následujících kapitolách bude pro dal²í lad¥ní algoritmu a jeho následnou aplikaci u
zjednodu²ené analýzy bezpe£nostního pásu vyuºit rovinný dvouuzlový ty£ový prvek,
se dv¥ma stupni volnosti v kaºdém uzlu. Pro tento element budou dále stru£n¥ odvozeny
p°íslu²né matice hmotnosti a tuhosti.
Matice hmotnosti
Odvození vychází z jednoho ze základních princip· MKP - z aproximace pole posunutí
po £ástech spojitou funkcí, viz [7]. Pro ty£ový prvek v rovin¥ lze vyjád°it pole posuv· nad
elementem aproxima£ní rovnicí
u = Nu˜, (3.42)
















a u˜ je vektor zobecn¥ných uzlových posunutí ve tvaru
u˜ =
{











Obrázek 3.8: Stupn¥ volnosti elementu v lokálním sou°adném systému




































NTNρ dV ˙˜u. (3.46)
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NTN dx ˙˜u. (3.47)










2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.49)
V dynamických analýzách, zvlá²t¥ pak v analýzách °e²ených explicitními metodami, se v²ak
konzistentní matice zpravidla nepouºívá. Z rovnice 3.2 je z°ejmé, ºe pro výpo£et neznámé
výchylky v £ase t+∆t je pot°eba provést inverzi matice hmotnosti. Tato operace je zna£n¥
náro£ná a roste s po£tem stup¬· volnosti soustavy. e²ení výsledné soustavy rovnic se pak
prodluºuje. Explicitní algoritmus se stává efektivní p°i pouºití diagonální matice hmot-
nosti, jejíº inverze je velice snadná a rychlá. Tím se °e²ený vázaný problém o n stupních
volnosti p°evede na soustavu n lineárn¥ nezávislých rovnic o n neznámých. Ty pak lze °e²it
kaºdou samostan¥, £ímº se zna£n¥ urychlí výpo£et.
Konzistentní matici lze diagonalizovat nap°. p°i£tením mimodiagonálních £len· v kaºdém
°ádku nebo sloupci na hlavní diagonálu, jak uvádí nap°. [13]. Touto úpravou se pak získá





1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.50)
Tato matice popisuje rovnom¥rné rozd¥lení hmotnosti do uzl·, kde kaºdému uzlu je p°i°azena
polovina hmotnosti elementu.
Matice tuhosti
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Vyuºitím vektorové notace lze psát vektor pom¥rných deformací
ϵ =
{






σ11 σ22 σ33 τ12 τ23 τ13
}T
. (3.53)
Vektor nap¥tí lze dále p°epsat ve form¥ Hookeova zákona za pomoci matice materiálových
konstant D ve tvaru
σ = D ϵ (3.54)
P°i jednoosém namáhání vzniká v ty£ovém prvku jediné nenulové nap¥tí, a to v ose elementu.
Zde toto nap¥tí odpovídá σ11 = σx. Odpovídající p°etvo°ení je pak ϵ11 = ϵx. Vztah pro























(nap°. [6] nebo [3]). V této práci bude tento £len
uvaºován, coº krom¥ zvý²ení p°esnosti výpo£tu s sebou p°iná²í i výhodu p°i transformaci
matic, jak je ukázáno dále. Vektor nap¥tí 3.54 se pak zredukuje na tvar prostého Hookeova
zákona
σx = Eεx, (3.56)
kde E je modul pruºnosti v tahu. Dosazením posledních dvou vztah· do rovnice 3.51 a
uváºením jednorozm¥rného prvku s konstantním pr·°ezem po celé jeho délce se získá vztah




















































































se z d·vodu linearizace
£asto zanedbává a ani zde není dále uvaºován. Po dosazení sloºek posuv· z rovnice 3.45 a








1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0








1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ u˜, (3.59)
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kde KT je elastická matice tuhosti a KG je matice geometrické tuhosti. Výsledná matice
tuhosti ty£ového elementu pro velké deformace pak vznikne sou£tem elastické a geometrické
matice tuhosti jako




1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0





1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0













Transformace do globálních sou°adnic
Dosud bylo odvození provedeno na úrovni lokálních sou°adnic elementu. Dochází-li v
úloze k nato£ení elementu oproti výchozí vodorovné poloze, je nutné odvozené vztahy pro
p°evedení do globálního sou°adného systému transformovat pomocí transforma£ní matice,
která má dle [2] pro rovinný ty£ový pvek tvar
T =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cos(ϕ) sin(ϕ) 0 0
− sin(ϕ) cos(ϕ) 0 0
0 0 cos(ϕ) sin(ϕ)
0 0 − sin(ϕ) cos(ϕ)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.63)
Nato£ení elementu je znázorn¥no na obr. 3.9.
Úhel nato£ení ϕ, resp. cos(ϕ) a sin(ϕ) lze s výhodou ur£it nap°. pomocí skalárního a







|l| |l′| . (3.65)
Vektory l a l′ jsou vektory, které p°edstavují element ve výchozí pozici a po nato£ení. Dopo£te
se ze vztah·
l = (x2 − x1, 0) (3.66)
















x′2 − x′1, y′2 − y′1
)
= (x2 + u2 − (x1 + u1), y2 + v2 − (y1 + v1)) . (3.67)
Vektor l p°edstavující výchozí vodorovnou pozici elementu není pot°eba dopo£ítávat pro
kaºdý element a lze jej nahradit nap°. bázovým vektorem l = (1, 0). V p°ípad¥, ºe výchozí
geometrie není vodorovná, pak je nutné uvaºovat rovn¥º bázový vektor l = (1, 0).
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Významnou vlastností transforma£ní matice je její ortogonalita. V d·sledku to znamená,
ºe její inverze se rovná její transpozici a vztah pro matici v globálním sou°adném systému
lze potom zapsat ve form¥
K = TTKLT, (3.68)
K = TT (KT +KG)T = T
TKTT+T
TKGT. (3.69)
V posledním vztahu 3.69 se projeví d°íve zmi¬ovaná výhoda p°i transformaci matice tuhosti.
Matice geometrické tuhosti KG v uvedené podob¥ totiº z·stává p°i transformaci nem¥nná.
To znamená, ºe je invariantní v·£i pooto£enému sou°adnému systému a není pot°eba
ji transformovat. Vztah pro výslednou matici tuhosti v globálních sou°adnicích lze poté
zapsat ve form¥
K = TTKTT+KG. (3.70)






c2 c s −c2 −c s
c s s2 −s c −s2
−c2 −s c c2 s c





1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.71)
Pro matici hmotnosti platí analogický vztah. Je-li v²ak uvaºována diagonální matice
hmotnosti 3.50, pak je stejn¥ jako matice geometrické tuhosti invariantní v·£i pooto£enému
sou°adnému systému a tudíº není pot°eba ji transformovat. Hmotnost kaºdého elementu
je navíc po celou dobu výpo£tu konstantní, z £ehoº plyne, ºe globální matici hmotnosti je
pot°eba sestavit pouze jednou na za£átku výpo£tu a po celou dobu pak z·stává
nem¥nná.
Posledním £lenem pohybové rovnice popsaným v literatu°e (nap°. v [2]), který je pot°eba










kde N je osová síla v prutu a ur£í se ze vztahu








Výsledná pohybová rovnice v globálních sou°adnicích má potom tvar
Mu¨(t) +Cu˙(t) +K(t)u(t) = F(t)−P(t). (3.74)
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3.2.2a P°íklad kmitání struny
Popis úlohy
Ov¥°ení algoritmu roz²í°eného do maticové formy je provedeno na p°íkladu kmitání p°e-
depjaté struny zatíºené po délce konstantním spojitým zatíºením q(x) = konst. Schéma







Obrázek 3.10: Schéma úlohy kmitání struny
Zadané parametry1 struny jsou modul pruºnosti E = 210MPa, hustota ρ = 7850kgm−3,
délka L = 1 m, pr·m¥r d = 1 mm a p°edepínací síla F = 4775 N. Zatíºení je aplikováno
skokovou zm¥nou v £ase t = 0 a v £ase tb = 0,05 s je zatíºení skokov¥ odebráno, viz pr·b¥h
zatíºení na obr. 3.11. Velikost spojitého zatíºení je q = 100 N/m. Celkový £as analýzy je





Obrázek 3.11: Pr·b¥h zatíºení struny
Analytické °e²ení
Výstupem analytického °e²ení kmitání je obecný vztah, který popisuje odezvu systému
na buzení v kterémkoliv £asovém okamºiku. Výsledný pohyb se skládá z partikulární a homo-
genní sloºky. Zde je analytické °e²ení omezeno pouze na stanovení velikosti statické výchylky
struny, tedy partikulárního °e²ení. Diferenciální rovnice pro ur£ení pr·hybu má tvar
−Fu′′(x) = q(x). (3.75)
1Parametry struny v£etn¥ p°edepínací síly byly zvoleny tak, aby její vlastní frekvence byla 440 Hz, coº
odpovídá nap°. frekvenci tónu a.
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e²ením rovnice 3.75 pro okrajové podmínky u(0) = 0, u(L) = 0 a za p°edpokladu, ºe
q(x) = konst. vyplyne analytický vztah pr·hybové £áry ve tvaru











Pro zadané hodnoty a dosazením za x = L/2 se získá velikost statické výchylky st°edu struny
ustat = 2,6 mm.
Vypo£tená hodnota odpovídá partikulární sloºce výsledné výchylky struny a okolo této
hodnoty bude struna po zatíºení kmitat. Kmitavý pohyb popisuje homogenní sloºka, jejíº
£asový pr·b¥h lze získat nap°. pomocí Duhamelova integrálu. V [11] je odvozeno, ºe ma-
ximální výchylka p°i skokové zm¥n¥ zatíºení je rovna dvojnásobku statické výchylky, tedy
umax = 2ustat = 5,2 mm.
Numerické °e²ení explicitní metodou
Cílem numerického °e²ení pomocí explicitního algoritmu je ov¥°ení maximální výchylky
struny p°i skokové zm¥n¥ zatíºení. Hlavními p°edpoklady pro numerické °e²ení p°edepjaté
struny pomocí MKP jsou:
• 1 stupe¬ volnosti v kaºdém uzlu
• malé deformace a posunutí
• p°edepínací síla je po celé délce struny konstantní
• konstantní pr·°ez po celé délce struny.






Obrázek 3.12: Stupn¥ volnosti elementu v lokálním sou°adném systému
P°ijetím t¥chto p°edpoklad· se matice °ádu 4x4 odvozené v p°edchozí kapitole zredukují
na matice °ádu 2x2, jejichº £leny odpovídají 2. a 4. °ádk·m a jim p°íslu²ejícím sloupc·m v
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a výsledná matice tuhosti elementu, za p°edpokladu, ºe normálová síla ve vztahu 3.61 vzniklá
od podélné deformace elementu je nahrazena p°edepínací silou, tedy
EA(u2 − u1)
Le







Vektor uzlových reakcí 3.72 bude p°i uváºení elementu z obr. 3.12 obsahovat pouze sin
sloºky. Za p°edpokladu malých deformací a posunutí, kdy ϕ → 0 v²ak bude i sin(ϕ) → 0 a
vektor vnit°ních uzlových reakcí bude tedy nulový.
Struna je diskretizována 80 elementy o délce Le = 12,5 mm. Výsledné pr·b¥hy jsou vy-
kresleny pro st°ed struny. Z obr. 3.13 je patrné, ºe hodnota maximální výchylky se blíºí hod-
not¥ exaktní, která je znázorn¥na zelen¥. Konkrétní vypo£tená hodnota je umax = 5,18 mm.

















Obrázek 3.13: asový pr·b¥h výchylky st°edového bodu struny
Pro názornost je zde uveden rovn¥º výpo£et se zahrnutím vn¥j²ího tlumení. Jak bylo
uvedeno v kapitole 3.1, matice tlumení má tvar C = αM+ βK, kde v tomto p°ípad¥ β = 0
a α = 80. Hodnota sou£initele α je zám¥rn¥ zvolena tak, aby se tlumení na krátkém £asovém
úseku viditeln¥ projevilo a bylo patrné ustalování výchylky na hodnot¥ statického pr·hybu,
resp. na u = 0 mm (viz obr. 3.14).
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Obrázek 3.14: asový pr·b¥h výchylky st°edového bodu struny - vliv tlumení
Porovnáním obr. 3.13 a 3.14 je na první pohled patrná rozdílná odezva po odleh£ení
struny. To lze vysv¥tlit následující úvahou. Celý výpo£et lze v podstat¥ rozd¥lit na dv¥ sa-
mostatné £ásti. První £ást odpovídá £asovému intervalu ⟨0; tb⟩ a druhá £ást intervalu ⟨tb; tc⟩.
V prvním intervalu se °e²í pohybová rovnice struny s nulovými po£áte£ními podmínkami
(nulová po£. výchylka a rychlost) a s nenulovým vektorem zatíºení. Vypo£tené hodnoty na
konci prvního intervalu pak vstupují jako po£áte£ní podmínky pro °e²ení pohybové rovnice
ve druhém intervalu, kde je zát¥ºný vektor nulový.
V p°ípad¥ bez tlumení (obr. 3.13) dojde k odleh£ení shodou okolností v okamºiku, kdy
je výchylka i rychlost struny tém¥° nulová, tedy prakticky nulové po£áte£ní podmínky pro
druhý interval, a nedojde proto k výraznému rozkmitu. U tlumené struny (obr. 3.13) v²ak
dojde k odleh£ení v moment¥, kdy je rychlost stejná jako bez tlumení,tedy tém¥° nulová,
av²ak výchylka je výrazná. Následkem toho dojde k novému rozkmitání.
Vytvo°ený skript v Pythonu je k nalezení v p°íloze B.
Na této úloze byla ov¥°ena p°edev²ím funk£nost algoritmu v maticové podob¥ se zahr-
nutím vlivu tlumení.
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3.2.2b P°íklad kmitání systému prut-pruºina
Popis úlohy
Dal²í p°íkladem je úloha dynamiky prutu uloºeného na pruºin¥, viz schéma na obr. 3.15.
Cílem je vy²et°ení £asového pr·b¥hu výchylky pohyblivého konce prutu B. R·zné postupy
°e²ení problému jsou uvedeny v [10] a [1]. Úloha je pro lep²í srovnání s uvedenými zdroji








Obrázek 3.15: Schéma úlohy kmitání systému prut-pruºina
Horizontální vzdálenost mezi vazbami je L = 100 in a vertikální vzdálenost h = 1 in.
Tuhostní parametr prutu je deﬁnován jako sou£in plochy pr·°ezu a modulu pruºnosti o
velikosti EA = 107 lb a hmotnostní parametr jako sou£in hustoty a plochy pr·°ezu prutu o
velikosti ρA = 0,1 lb s2/in2. Tuhost pruºiny má velikost kp = 6 lb/in. Zatíºení je aplikováno
s lineárním náb¥hem, p°i£emº maximální hodnoty F = 5 lb je dosaºeno v £ase tb = 0,1 s;
poté je velikost zatíºení konstantní, viz pr·b¥h zatíºení na obr. 3.16. Celkový £as analýzy je





Obrázek 3.16: Pr·b¥h zatíºení prutu
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Analytické °e²ení
Analytické °e²ení je odvozeno v [10]. e²ení je analogické s °e²ením p°edchozí úlohy kmi-
tání struny v kapitole 3.2.2a. Zatíºení zde není aplikováno skokovou zm¥nou, ale doba náb¥hu
je vzhledem k daným parametr·m soustavy tak malá, ºe bude mít ve výsledku podobný
ú£inek jako skoková zm¥na. Tato skute£nost se projeví na velikosti maximální výchylky
bodu B, která bude dvojnásobná ve srovnání se statickou výchylkou. ídící diferenciální rov-
nice, která popisuje odezvu systému na zatíºení za daných po£áte£ních podmínek má tvar












Úhel θ0 je po£áte£ní úhel nato£ení prutu od horizontální polohy a θ je aktuální úhel nato£ení.
e²ením diferenciální rovnice 3.79 se získá £asový pr·b¥h výchylky bodu B. V [10] je tato
rovnice °e²ena metodou Runge-Kutta a £asový pr·b¥h posunutí je vykreslen do grafu. Zde
jsou jiº uvedeny pouze £íselné hodnoty. Hodnota maximální výchylky je umax = 1,52 in, a je
jí dosaºeno v £ase t = 3 s.
Numerické °e²ení explicitní metodou
Pro numerické °e²ení pomocí MKP byly p°ijaty následující p°edpoklady:
• diskretizace prutu pouze 1 elementem
• 2 stupn¥ volnosti v kaºdém uzlu
• velké nato£ení elementu.
Z uvedených p°edpoklad· je z°ejmé, ºe zde se jiº vyuºijí matice odvozené v kapitolách 3.2.2
aº 3.2.2 v nezm¥n¥né podob¥. Jedinou výjimkou je matice hmotnosti elementu, která má v





1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.80)
Diskretizace prutu jediným elementem je zde nutná s ohledem na formulaci pouºitého prvku.
Ty£ový element není schopen p°enést rotaci v uzlech a p°i spojení více element· vznikne v
uzlech kloub, ve kterém se mohou elementy voln¥ natá£et. Moºnou alternativou by bylo
pouºití nosníkového prvku, který má v kaºdém uzlu v rovin¥ 3 stupn¥ volnosti, a to dva
posuvy ve dvou na sebe kolmých sm¥rech a nato£ení uzlu. Pruºina m·ºe být modelována jako
dlouhý prut odpovídající tuhosti v tahu/tlaku, nebo m·ºe být její tuhost p°ímo aplikována
do globální matice tuhosti. Ob¥ varianty jsou rovnocenné a zde je vyuºita druhá, jednodu²²í
moºnost. P°edpokladem je, ºe p°i stla£ení vzniká v pruºin¥ direk£ní síla pouze ve vertikálním
3.2. APLIKACE EXPLICITNÍ METODY 55
sm¥ru. Tento sm¥r odpovídá 4. stupni volnosti elementu v globálních sou°adnicích a tuhost
pruºiny kp se tedy p°i£te do globální matice tuhosti elementu 3.71 na pozici [4, 4]
K =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
k11 k12 k13 k14
k21 k22 k23 k24
k31 k32 k33 k34
k41 k42 k43 k44 + kp
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.81)









Na obr. 3.17 je vykreslen £asový pr·b¥h výchylky.















Obrázek 3.17: asový pr·b¥h výchylky bodu B
Maximální dosaºená hodnota výchylky je 1,51 in v £ase 3 s, coº je vynikající shoda s
uvedenými zdroji. Výbornou shodu vykazuje rovn¥º pr·b¥h výchylky s [10]. Vytvo°ený skript
je k nalezení v p°íloze C. Na této úloze bylo ov¥°eno chování deﬁnovaného elementu se £ty°mi
stupni volnosti a správnost transformace lokální matice tuhosti do globálních sou°adnic.
V algoritmu bylo pot°eba zavést pouºití polovi£ních hodnot posuv· p°i ur£ování úhlu pro
transforma£ní matici a polovi£ní hodnoty tuhosti, obdobn¥ jako uvádí autor v [10].
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3.2.2c Kmitání dvojitého kyvadla
Popis úlohy
Pro dal²í ov¥°ení správnosti dynamického chování a nalad¥ní algoritmu p°i v¥t²ích vý-
chylkách elementu byl zvolen p°íklad dvojitého kyvadla, pro který je známo analytické °e²ení.
Tento systém vykazuje jev známý jako deterministický chaos. Pojem deterministický chaos
znamená, ºe v deﬁnici chování systému neﬁguruje ºádná náhodná prom¥nná, ale je siln¥
citlivý na zm¥nu po£áte£ních podmínek. Jedná se o úlohu tzv. matematického kyvadla, kde
systém tvo°í dva tuhé, nehmotné záv¥sy s hmotnými body mz1 a mz2 na volných koncích.
Aplikováním po£áte£ních podmínek, zde po£áte£ní rychlosti koncového bodu 2, se kyvadlo









Obrázek 3.18: Schéma úlohy dvojitého kyvadla
Uvaºované parametry kyvadla jsou l1 = l2 = 0,15 m a mz1 = mz2 = mz = 1 kg. Tíhové
zrychlení je g = 9,81 m s−2. Aplikace po£áte£ní rychlosti je znázorn¥na na obr. 3.19 a její
velikost je v0 = 0,628m s−1. V této úloze bude dále analyzován pohyb bodu 1, proto je také






Obrázek 3.19: Aplikace po£áte£ních podmínek dvojitého kyvadla
2Bod 1 je zvolen zám¥rn¥ z d·vodu zajímav¥j²ího £asového pr·b¥hu výchylek, rychlostí a zrychlení tohoto
bodu. Pr·b¥hy v obou bodech v²ak vykazují vynikající shodu analytického a numerického °e²ení.
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Analytické °e²ení
Analytické °e²ení je p°evzato z [9]. Chování systému je popsáno soustavou dvou diferen-
ciálních rovnic ve tvaru
θ¨1 = − l2
ν l1
θ¨2 cos(θ1 − θ2)− l2
ν l1




θ¨2 = − l1
l2
θ¨1 cos(θ1 − θ2) + l1
l2





ν = 1 + (mz1 +mz2).
Prom¥nné θ, θ˙ a θ¨ v rovnicích 3.83 a 3.84 jsou úhel nato£ení, úhlová rychlost a úhlové
zrychlení záv¥s· kyvadla, l jsou délky záv¥s· a mz hmotnosti na koncích záv¥s·. Po£áte£ní






Soustava rovnic 3.83, 3.84 byla °e²ena s vyuºitím Pythonu numericky p°evedením do stavo-
vého prostoru na soustavu diferenciálních rovnic 1. °ádu. Výsledkem jsou trajektorie obou
bod· a £asové pr·b¥hy jejich výchylek, rychlostí a zrychlení. Vytvo°ený skript v Pythonu je
k nalezení v p°íloze D.1.
Numerické °e²ení explicitní metodou
P°estoºe se jedná o matematické kyvadlo, pro jehoº analytické °e²ení sta£í znát pouze
délky záv¥s· a hmotnosti hmotných bod·, pro numerické °e²ení je dále pot°eba deﬁnovat i
materiál záv¥s· a jejich pr·°ezové charakteristiky. Prakticky se tedy jiº °e²í realné kyvadlo
na hmotném a pruºném záv¥su, by´ je jeho hmotnost oproti závaºím zanedbatelná. Materiál
záv¥su je ocel s modulem pruºnosti E = 210 GPa, Poissonovým £íslem µ = 0,3 a plocha










Obrázek 3.20: Stupn¥ volnosti diskretizovaného kyvadla
Obdobn¥ jako u p°edchozího p°íkladu 3.2.2b je i zde kaºdý záv¥s diskretizován pouze
jedním prvkem a rovn¥º jsou zde uvaºovány matice odvozené v kapitolách 3.2.2 aº 3.2.2.
Na této úloze bude podrobn¥ji rozebrán postup sestavení globálních matic soustavy. Pouºité
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prvky mají v kaºdém uzlu 2 stupn¥ volnosti a jsou pouºity dva prvky (£íslování uzl·, element·
a stup¬· volnosti je od 0 pro zachování stejného zápisu, jako pouºívá Python). Globální
matice vzniknou se£tením prvk· lokálních matic na odpovídajících pozicích, dle daného
stupn¥ volnosti, a znamená to, ºe globální matice systému budou mít rozm¥r 6x6. Globální




0 1 2 3 4 5⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
m0e 0 0 0 0 0 0
0 m0e 0 0 0 0 1
0 0 m0e +m
1
e + 2mz 0 0 0 2
0 0 0 m0e +m
1
e + 2mz 0 0 3
0 0 0 0 m1e + 2mz 0 4
0 0 0 0 0 m1e + 2mz 5
,
(3.86)
kde me jsou hmotnosti elementu (horní indexy zna£í £íslo elementu). Jak jiº bylo zmín¥no,
tato matice z·stává po celou dobu výpo£tu konstantní. Je patrné, ºe v kaºdém uzlu je
hmotnost v obou stupních volnosti stejná.
Globální matice tuhosti má po sestavení tvar
K =





























































Horní indexy zde op¥t zna£í £íslo elementu a jednotlivé prvky k011 aº k
1
44 lokálních matic se
ur£í v kaºdém £asovém kroku ze vztahu 3.71.
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Velikost £asového kroku se ur£í z rovnice 3.15. Maximální vlastní frekvence prvku Ωmax
se ur£í modální analýzou nejmen²ího prvku, resp. °e²ením problému vlastních £ísel matice












kde memin a Lemin jsou hodnoty hmotnosti a délky p°íslu²ející nejmen²ímu prvku sít¥, za
p°edpokladu, ºe plocha pr·°ezu A a modul pruºnosti E jsou konstantní.
Pro výpo£et £asového kroku byl zvolen koeﬁcient η = 0,9. Explicitní algoritmus pro
°e²ení úlohy pomocí MKP v Pythonu je k nalezení v p°íloze D.2. P°íklad byl rovn¥º °e²en
za pomoci komer£ního softwaru LS-DYNA a následuje srovnání pr·b¥h· veli£in.
60 KAPITOLA 3. EXPLICITNÍ METODA EENÍ POHYBOVÝCH ROVNIC
Pr·b¥h výchylek
Primárními neznámými jsou posuvy uzl·. asové pr·b¥hy výchylek bodu 1 v ose x a y
(viz obr. 3.19) jsou vykresleny na obr. 3.21 a 3.22. V grafech jsou srovnány pr·b¥hy posuvu
bodu z numerického °e²ení analytických pohybových rovnic 3.83 a 3.84, MKP °e²ení pomocí
explicitního algoritmu v Pythonu a °e²ení z LS-DYNA.














Obrázek 3.21: asový pr·b¥h výchylky bodu 1 v ose x
















Obrázek 3.22: asový pr·b¥h výchylky bodu 1 v ose y
Z obr. 3.21 a 3.22 je patrné, ºe °e²ení analytických rovnic v podstat¥ splývá s °e²ením
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úlohy v LS-DYNA. Pr·b¥hy získané explicitním výpo£tem v Pythonu vykazují výbornou
shodu. Od £asu p°ibliºn¥ 2 s je jiº pozorovatelná mírná odchylka, ale jelikoº se délka expli-
citních analýz pohybuje p°eváºn¥ v °ádu stovek milisekund, lze získaný pr·b¥h povaºovat za
více neº dosta£ující.
Pr·b¥h rychlostí
Rychlost pohybu uzl· je jiº pot°eba dopo£íst ze známých posuv· pomocí vztahu 3.4.
Následuje srovnání rychlostí bodu 1 v ose x a y z LS-DYNA a explicitního výpo£tu v Pythonu.
Analytické °e²ení jiº není uvedeno, jelikoº se shoduje s °e²ením z LS-DYNA.













Obrázek 3.23: asový pr·b¥h rychlosti bodu 1 v ose y
Je patrné, ºe rychlosti v ose y (obr. 3.23) vykazují op¥t výbornou shodu. Na pr·b¥hu
rychlosti v ose x (obr. 3.24) se navíc projevuje pruºení záv¥su. Je z°ejmé, ºe algoritmus
pouºitý v softwaru LS-DYNA je ur£itým zp·sobem modiﬁkován a tato modiﬁkace se pro-
jevuje jako vnit°ní (materiálové) tlumení, díky kterému vibrace po £ase ustanou. Pouºití
systémového tlumení a dynamické relaxace uvádí rovn¥º teoretický manuál LS-DYNA [14].
V Pythonu dosud nebyla uvaºována ºádná forma tlumení. Bylo proto provedeno n¥kolik
analýz s uváºením materiálového tlumení ve form¥ matice C = βK s cílem ur£it velikost
konstanty β. Hodnota sou£initele byla stanovena p°ibliºn¥ na β = 3 · 10−6. Na obr. 3.25 je
pak vykreslen pr·b¥h rychlosti v ose x se zahrnutým vnit°ním tlumením.
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Obrázek 3.24: asový pr·b¥h rychlosti bodu 1 v ose x
Obrázek 3.25: asový pr·b¥h rychlosti bodu 1 v ose x s tlumením
Detail tlumeného pr·b¥hu rychlosti bodu 1 v ose x je na obr. 3.26.
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Obrázek 3.26: asový pr·b¥h rychlosti bodu 1 v ose x s tlumením - detail
Pr·b¥h zrychlení
Rovn¥º zrychlení uzl· je pot°eba dopo£ítat z posuv· a sice pomocí vztahu 3.5. Na obr.
3.27 a 3.30 jsou vykresleny netlumené pr·b¥hy zrychlení bodu 1 v ose x a y. Pro tyto pr·b¥hy
platí obdobné zji²t¥ní jako pro pr·b¥hy rychlosti v t¥chto sm¥rech. Je zde v²ak více patrný
rozdíl mezi algoritmem v Pythonu bez tlumení a algoritmem LS-DYNA.

















Obrázek 3.27: asový pr·b¥h zrychlení bodu 1 v ose x
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Na obr. 3.28 je jiº vykreslen tlumený pr·b¥h zrychlení v ose x a v detailu pak na obr.
3.29.
Obrázek 3.28: asový pr·b¥h zrychlení bodu 1 v ose x s tlumením















Obrázek 3.29: asový pr·b¥h zrychlení bodu 1 v ose x s tlumením - detail
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Obrázek 3.30: asový pr·b¥h zrychlení bodu 1 v ose y
asový pr·b¥h zrychlení v ose y s tlumením je vykreslen na obr. 3.31 a v detailu na obr.
3.32.
Obrázek 3.31: asový pr·b¥h zrychlení bodu 1 v ose y s tlumením
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Obrázek 3.32: asový pr·b¥h zrychlení bodu 1 v ose y s tlumením - detail
Ze v²ech uvedených pr·b¥h· a z detail· na obr. 3.26, 3.29 a 3.32 je patrná vynikající
shoda výsledk· získaných výpo£tem pomocí vlastního algoritmu s výsledky z komer£ního
softwaru LS-DYNA. Tímto p°íkladem byly veriﬁkovány ve²keré postupy a vztahy odvozené
v p°edchozích kapitolách. Navíc zde bylo srovnáním s LS-DYNA stanovena p°ibliºná hod-
nota vnit°ního tlumení, které má vliv na stabilitu pozd¥j²ích výpo£t·. S takto nalad¥ným




V této kapitole jsou provedeny numerické simulace nárazové zkou²ky leteckého sedadla
dle [19] pomocí dvou p°ístup·. V první £ásti je k analýze vyuºit vlastní veriﬁkovaný kód
v jazyce Python, ve druhé £ásti pak komer£ní software LS-DYNA. Oba p°ístupy vyuºívají
stejný výchozí prostorový model úlohy, který je popsán v následujícím textu. Pro analýzu
vlastním algoritmem je v²ak model vyuºit pouze k získání geometrie pásu.
Výchozí model úlohy
Pomocí voln¥ dostupného softwaru pro p°ípravu modelu a zpracování výsledk· LS-
PrePost spole£nosti LSTC byl vytvo°en 3D model úlohy, který je tvo°en sedadlem, pod-
lahou a testovací ﬁgurínou, viz obr. 4.1. Podrobn¥j²í popis modelu, v£etn¥ pouºitých prvk·,
Obrázek 4.1: 3D výchozí model
materiál· a deﬁnic kontakt· je uveden dále v kapitole 4.2.
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Rozm¥ry modelu sedadla a podlahy
Sedadlo je v ranné fázi vývoje a jeho podrobná geometrie v sou£asné dob¥ není známa.
Pro ur£ení reakcí v kotevních bodech pásu byl proto vytvo°en zjednodu²ený model, který
je tvo°en dv¥ma absolutn¥ tyhými deskami p°edstavujícími sedák a op¥rnou £ást sedadla.







Obrázek 4.2: Rozm¥ry modelu sedadla
H1 [mm] H2 [mm] B1 [mm] B1 [mm] β1 [
◦] β2 [◦]
645 408 450 440 99 1
Tabulka 4.1: Rozm¥ry modelu sedadla
Model podlahy tvo°í rovn¥º absolutn¥ tuhá deska. Jak jiº bylo uvedeno v textu d°íve,
podlaha nemusí být v testu ani v simulaci zahrnuta a je zde p°edev²ím pro lep²í vizualizaci
testu a p°ehlednost.
Model ﬁguríny
Dle poºadavk· [19] je pouºita 50 percentilová muºská testovací ﬁgurína, jejíº kalibrovaný
model byl poskytnut spole£ností LSTC, na základ¥ platné licence. P°esné ozna£ení pouºité
verze je LSTC Hybrid III 50th Percentile Fast Dummy Model verze 2.0 (viz [17]). Obsahem
je polohovatelná ﬁgurína v£etn¥ deﬁnovaných materiál· a základních kontakt·. Tento model
je ur£en k simulaci chování lidského t¥la p°i nárazech a je moºné díky n¥mu vyhodnotit nap°.
kritéria poran¥ní, které jsou primárními výsledky p°eváºné v¥t²iny simulací crash test·.
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4.1 Analýza bezpe£nostního pásu pomocí vlastního algoritmu
Analýza spo£ívá ve vytvo°ení diskretizovaného modelu pásu, aplikaci p°edepsaných okra-
jových podmínek dle [19] a stanovení £asového pr·b¥hu reakcí v kotevních bodech pásu za
pomoci vlastního explicitního algoritmu implementovaného v jazyce Python.
P°edpoklady
P°i °e²ení byly p°ijaty následující p°edpoklady a zjednodu²ení:
• úloha je °e²ena jako rovinná
• hmotnost ﬁguríny je rozloºena lineárn¥ po délce pásu a je aplikována do jednotlivých
uzl·
• materiál je uvaºován jako lineární (platí Hooke·v zákon)
• vliv gravitace je zanedbán
4.1.1 Model pásu
Zjednodu²ená geometrie pásu, v podob¥ k°ivky obepínající pánev sedící ﬁguríny, je vytvo-
°ena na výchozím modelu, popsaném v kapitole 4. K°ivka p°edstavuje st°ednici skute£ného






Obrázek 4.3: 3D výpo£etní model se zjednodu²eným modelem pásu; vpravo pohled shora
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Tato k°ivka je diskretizována 10 elementy o délce Le ≈ 80 mm. Geometrie pásu byla
sklopena do vodorovné roviny x-y a nové sou°adnice uzl· tvo°í výchozí geometrii pro vlastní









Obrázek 4.4: Geometrie pásu pro zjednodu²ený výpo£et
Uvaºované materiálové parametry nylonového pásu jsou uvedeny v tab. 2.3. Hlavními
rozm¥ry modelu jsou rozte£ kotevních bod· L = 450 mm a vý²ka H = 260 mm. Pr·°ez
proﬁlu pásu a jeho rozm¥ry jsou popsány v kapitole 2.5. Kotevní body jsou ozna£eny pro
lep²í orientaci L a P.
Výstupem vý²e uvedeného postupu tvorby geometrie je textový soubor se sou°adnicemi
uzl· pásu exportovaný z 3D modelu. Po na£tení sít¥ algoritmem lze vykreslit skute£nou
geometrii, viz obr. 4.5. Na obrázku je jiº znázorn¥n systém zna£ení uzl· sít¥ a stup¬· volnosti
v globálním sou°adném systému (zna£eny mod°e). Stupn¥ volnosti, uzly i elementy jsou
£íslovány od nuly, pro zachování konzistentního zápisu s kódem v jazyce Python, který £ísluje
















Obrázek 4.5: Skute£ná diskretizovaná geometrie pásu
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4.1.2 Rozloºení hmotnosti ﬁguríny do uzl· pásu
Jak jiº bylo zmín¥no v p°edpokladech zjednodu²ené analýzy, hmotnost ﬁguríny je lineárn¥
rozloºena do uzl· diskretizovaného pásu. Lineární rozloºení po celé délce pásu se ukázalo jako
nejvhodn¥j²í pro stabilitu výpo£tu. Rozloºení hmotnosti na intervalu ⟨0;L/2⟩ je popsáno
lineární funkcí
mi = k i (4.1)
a na intervalu ⟨L/2;L⟩ funkcí
mi = q− k i, (4.2)
kde mi je díl£í hmotnost p°idaná do uzlu, k a q jsou hmotnostní parametry o velikosti





mi = 77 kg. (4.3)
Na obr. 4.6 je znázorn¥no rozloºení hmotnosti testovací ﬁguríny do uzl· diskretizovaného
bezpe£nostního pásu. V tab. 4.2 jsou uvedeny konkrétní £íselné hodnoty.








Obrázek 4.6: Schéma rozd¥lení hmotnosti ﬁguríny do uzl· na rozvinutém pásu
i [-] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
mi [kg] 0 3,08 6,16 9,24 12,32 15,4 12,32 9,24 6,16 3,08 0
Tabulka 4.2: Rozloºení hmotnosti ﬁguríny
Uvedené díl£í hmotnosti jsou uzlové p°ísp¥vky do globální matice hmotnosti soustavy a
aplikují se p°i£tením na odpovídající pozici, dle daného stupn¥ volnosti na hlavní diagonálu
matice, jak je znázorn¥no ve vztahu 4.4
M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
m˜0 0 +m0 0 0 0 · · · 0
m˜1 1 +m0 0 0 · · · 0
m˜2 2 +m1 0 · · · 0
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kde m˜0 0 = m˜1 1 =
m0e
2










, atd. Horní index u
hmotnosti prvku zna£í £íslo elementu, takºe nap°. m0e je hmotnost nultého elementu, atd. Je
z°ejmé, ºe v kaºdém uzlu je celková hmotnost pro oba stupn¥ volnosti stejná. Pro p°ehlednost




m0 0 0 0 · · · 0
m0 0 0 · · · 0
m1 0 · · · 0







4.1.3 Okrajové a po£áte£ní podmínky
Po£áte£ní podmínky, tedy po£áte£ní výchylka, po£áte£ní rychlost a po£áte£ní zatíºení,
jsou u této úlohy nulové. Dále jsou popsány aplikované okrajové podmínky.
Uchycení pásu je realizováno pomocí pevných kloub· na obou koncích. Na celý pás, tj.
do kaºdého uzlu, je aplikováno £asov¥ prom¥nné zatíºení odpovídající, dle 2. Newtonova
pohybového zákona, sou£inu hmotnosti v uzlu a jeho zrychlení
Fi(t) = mi a(t). (4.6)
Rozepsáním rovnice 4.6 do sloºek, dle zavedeného sou°adného systému, se získají prvky
vektoru zatíºení ve tvaru
Fix(t) = −mi a(t) sin(α2) (4.7)
Fiy(t) = mi a(t) cos(α2) (4.8)
pro £íslo uzlu i = 0, 1, 2, . . . , 10. Velikost a(t) odpovídá p°edepsanému zpomalení (obr. 1.1).
Úhel α je minimální úhel nato£ení sedadla od podélné osy letadla, poºadovaný normou [19],
o velikosti α2 = 10◦. Schématicky je aplikace okrajových podmínek znázorn¥na na obr. 4.7.











Hodnota £asového kroku se ur£í op¥t ze vztahu 3.90 a nap°. pro uvaºované η = 1 má
hodnotu ∆t ≈ 7,967 · 10−5 s.









Obrázek 4.7: Zatíºení pásu
4.1.4 Výsledky analýzy
Výsledkem analýzy pomocí vlastního algoritmu jsou pr·b¥hy reakcí v kotevních bodech
pásu. Jejich hodnota se dopo£ítává podle vztahu
R(t) = K(t)u(t) +P(t). (4.10)




asový pr·b¥h výslednic reakcí je vykreslen na obr. 4.8. Stejná úloha byla pro srovnání °e²ena
i komer£ním softwarem LS-DYNA a v grafu je rovn¥º vykreslen pr·b¥h reakcí získaný touto
analýzou.
Ze srovnání je z°ejmé, ºe pr·b¥hy se tém¥° shodují, coº potvrzuje funk£nost vlastního
algoritmu. Z pr·b¥h· reakcí je dále patrné, ºe v pravém kotevním bod¥ pásu vznikají p°i
daných okrajových podmínkách znateln¥ v¥t²í reak£ní síly. P°i zm¥n¥ sm¥ru nato£ení sedadla
o úhel α2 = 10◦ na druhou stranu by maximální rekace byla v levém kotevním bod¥ pásu.
Maxima reakce je dosaºeno v £ase tmax ≈ 0,1s a její hodnota je RPmax ≈ 9650N. Maximální
hodnota reakce v bod¥ L je RLmax ≈ 7093 N. Pomocí jednotlivých sloºek lze ur£it sm¥r
p·sobení výsledné reakce, který je d·leºitý p°i návrhu uloºení pásu. asové pr·b¥hy obou
sloºek reakcí v obou bodech L a P jsou vykresleny na obr. 4.9 a 4.10.
74 KAPITOLA 4. SIMULACE DYNAMICKÉHO CHOVÁNÍ BEZPENOSTNÍCH PÁS















Obrázek 4.8: asový pr·b¥h výsledných reakcí v ukotvení pásu

















Obrázek 4.9: asový pr·b¥h sloºek reakce RL
Maximálních hodnot dosahují jednotlivé sloºky p°ibliºn¥ ve stejném okamºiku a jejich
hodnoty jsou pro levou stranu RLx ≈ −2466 N a RLy ≈ −6773 N a pro pravou stranu
RPx ≈ 4680 N a RPy ≈ −8445 N. Koncový díl pásu je zpravidla uloºen na ocelovém £epu,
který je p·sobením reakcí namáhán na smyk, p°íp. na ohyb. Schématicky je p·sobení reakcí
v tomto £epu znázorn¥no na obr. 4.11.
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Obrázek 4.11: Zatíºení £epu














Výsledné hodnoty jsou αRL ≈ 20◦ a αRP ≈ 29◦. Tyto hodnoty odpovídají daným okra-
jovým podmínkám, resp. sm¥ru zatíºení. V p°ípad¥ oto£ení sm¥ru zatíºení by byly hodnoty
reakcí a jejich sm¥r· pro levou a pravou stranu vzájemn¥ zam¥n¥ny.
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Lze tedy vyvodit záv¥r, ºe hodnota reakcí v obou bodech se pohybuje v rozmezí R ≈
7100− 9700 N a sm¥r p·sobení αR ≈ 20− 29 ◦.
Vý²e uvedené výsledky platí pro rovinnou úlohu, tedy pás ve vodorovné poloze. V p°ípad¥
nato£ení pásu v rozmezí αp dle kapitoly 2.1 se budou reakce li²it. P°ibude sloºka reakce v
ose z, jak je znázorn¥no na obr. 4.12 pro pravou stranu. Zjednodu²en¥ lze p°edpokládat, ºe
reakce v ose pásu je p·vodní sloºka RPy. Ta se p°i nato£ení pásu rozloºí do sloºek R′Py a
R′Pz, viz obr. 4.12. Zárove¬ dojde ke zm¥n¥ rozloºení sil v rovin¥ x-y, p°i£emº reakce v ose x
z·stane nezm¥n¥ná, tedy R′Px = RPx. Hodnoty t¥chto sloºek lze dopo£íst ze vztah·
R′Py = RPy cos(αp) (4.14)
R′Pz = RPy sin(αp) (4.15)







Obrázek 4.12: Zatíºení £epu II
Obdobné vztahy a p°edpoklady platí analogicky pro rekace na levé stran¥ v bod¥ L. Pro
rozsah nato£ení st°ednice pásu αp = 30 − 55◦ se pohybují výsledné hodnoty t¥chto sloºek
v rozsahu R′Ly ≈ 5870− 3890 N, R′Lz ≈ 3390− 5550 N pro levou stranu a pro pravou
stranu R′Py ≈ 7310− 4850 N, R′Pz ≈ 4220− 6920 N.
Na obr. 4.13 je dále vykreslena deformovaná geometrie pásu v n¥kolika £asových okamºi-
cích.
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Je t°eba mít na pam¥ti, ºe p°i deﬁnici úlohy byla p°ijata °ada zjednodu²ení. Následkem
t¥chto zjednodu²ení dochází nap°. k deformaci pásu v pr·b¥hu testu. V reálném p°ípad¥, nebo
p°i modelování ve 3D pomocí MKP softwaru s ﬁgurínou, je výrazn¥j²í deformaci geometrie
pásu zabrán¥no práv¥ kontaktem pásu s trupem ﬁguríny. V tomto zjednodu²eném p°ípad¥
v²ak není deformaci nijak zabrán¥no, jak je patrné z pr·b¥hu deformace pásu b¥hem simulace
na obr. 4.13.
Dal²ím zjednodu²ením je rozd¥lení hmotnosti ﬁguríny p°ímo do uzl· diskretizovaného
pásu, coº si lze p°edstavit, jakoby byla ﬁgurína s pásem pevn¥ spojena. V reálném p°ípad¥
v²ak bezpe£nostní pás nemusí být zcela utaºený, £i ve správné poloze a mezi pásem a sedící
osobou m·ºe být mezera. P°i fyzickém testu tak vznikne ráz od nárazu ﬁguríny do pásu.
Navíc dochází k dal²ím ráz·m p°i trhnutí kon£etin ﬁguríny, coº zde není zohledn¥no.
P°es v²echny zjednodu²ení je v²ak podoba pr·b¥hu reakcí s fyzickým testem uvedeným
v [4] výborná, viz záv¥r.
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(a) 30 ms (b) 60 ms
(c) 90 ms (d) 120 ms
(e) 150 ms (f) 180 ms
Obrázek 4.13: Pr·b¥h deformace geometrie pásu
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Na obr. 4.14 aº 4.16 jsou pro zajímavost uvedeny £asové pr·b¥hy výchylek, rychlostí a
zrychlení st°edu pásu, získaných vlastním algoritmem a analýzou v LS-DYNA.



















Obrázek 4.14: asový pr·b¥h výchylky st°edu pásu
















Obrázek 4.15: asový pr·b¥h rychlosti st°edu pásu
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Obrázek 4.16: asový pr·b¥h zrychlení st°edu pásu
Vytvo°ený skript v jazyce Python, který byl pouºit k analýze, je k nalezení v p°íloze E.
V dal²í kapitole bude test bezpe£nostního pásu modelován v softwaru LS-DYNA.
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4.2 Analýza bezpe£nostního pásu pomocí LS-DYNA
Analýza pomocí komer£ního softwaru je provedena na prostorovém modelu, uvedeném v
p°edchozí kapitole, který bude dále v textu popsán podrobn¥ji. Podrobn¥j²í popis pouºitých
deﬁnic modelu analýzy a popis pouºitých materiálových model· je k nalezení v [15] a [16].
4.2.1 Popis modelu
V této analýze je vyuºit výchozí 3D model uvedený v kapitole 4. Tento základní model
je dopln¥ný o tzv. kombinovaný bezpe£nostní pás. Ten se skládá z plochy p°edstavující
geometrii skute£ného pásu a dvou k°ivek, které spojují tuto plochu a sedadlo. Celý model
je na obr. 4.17. Poloha pásu a jeho ukotvení bylo zvoleno tak, aby byla spln¥na podmínka
sklonu s°ednice pásu od vodorovné roviny, uvedená v kapitole 2.1 a jeho hodnota je αp = 31◦,
viz obr. 4.18. í°ka a tlou²´ka membrány odpovídá rozm¥r·m uvedeným v kapitole 2.3.
z
yx
Obrázek 4.17: 3D výpo£etní model s kombinovaným modelem pásu
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αp
Obrázek 4.18: Sklon pásu
4.2.2 Model sedadla a podlahy
Sedadlo a podlaha jsou diskretizovány 4 uzlovými sko°epinovými prvky s délkou hrany
Lh ≈ 32mm. Formulace elementu odpovídá pln¥ integrovaným sko°epinovým prvk·m, jejichº
analýza je velmi rychlá. Parametr tlou²´ky element· je deﬁnován ss = 1 mm.
Sedadlu a podlaze je p°i°azen absolutn¥ tuhý materiál RIGID s materiálovými parametry
oceli, tj. modul pruºnosti E = 210GPa, Poissonovo £íslo µ = 0,3 a hustota ρ = 7850kgm−3.
Díky absolutn¥ tuhému materiálu a daným okrajovým podmínkám v²ak konkrétní hodnoty
nemají na analýzu vliv, mají v²ak vliv na výpo£et kontaktní tuhosti.
V deﬁnici materiálu RIGID je moºné zadat rovn¥º okrajové podmínky v podob¥ vazeb.
U této analýzy je poºadovaná okrajová podmínka zrychlení, dle poºadavk· [19], zadána
práv¥ na sedadlo a podlahu. Znamená to, ºe sedadlo se pohybuje sm¥rem dozadu a p°es pás,
který je k sedadlu uchycen, p·sobí na ﬁgurínu. Takto zadaná okrajová podmínka vykazuje
stejné výsledky, jako kdyby se sedadlo pohybovalo i s ﬁgurínou vp°ed a poté byl zpomalením
simulován náraz, jako je tomu u fyzického testu. Aplikace okrajové podmínky je schématicky








Obrázek 4.19: Deﬁnice okrajové podmínky
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Obrázek 4.20: asový pr·b¥h zrychlení sedadla
4.2.3 Model pásu
Diskretizovaný model pásu na obr. 4.21 je tvo°en dv¥ma typy prvk·. ást, která je v
kontaktu s ﬁgurínou je tvo°ena 4 uzlovými membránovými prvky, které mají v kaºdém uzlu
pouze 3 stupn¥ volnosti - posuvy ve t°ech na sebe kolmých osách (tento typ element· tedy
nep°ená²í ohybové namáhání). Délka hrany prvku je Lh ≈ 12mm. Na ²í°ku pásu bp = 48mm
p°ipadají £ty°i prvky. Tlou²´ka element· je sp = 1,2 mm.
Obrázek 4.21: Diskretizovaný model pásu
Membránové £ásti pásu je p°i°azen materiál s ozna£ením FABRIC. Tento materiál se
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pouºívá k modelování airbag·, ale je moºné jej pouºít i pro modelování bezpe£nostních
pás·. Jedná se o vrstvený ortotropní kompozitní materiálový model a je platný pouze pro 3
a 4 uzlové membránové elementy. Umoº¬uje zadání mnoha parametr· materiálu, mezi které
pat°í:
• hustota
• orientace vláken materiálu
• modul pruºnosti, Poissonovo £íslo a smykový modul ve t°ech na sebe kolmých sm¥rech,
dle orientace vláken
• eliminace tlakového nap¥tí v materiálu
• koeﬁcient Rayleighova tlumení
Zde jsou za p°edpokladu izotropního materiálu hodnoty modul· pruºnosti, Poissonových
£ísel a smykových modul· ve v²ech sm¥rech stejné a odpovídají hodnotám uvedeným v tab.
2.3.
P°i aktivované eliminaci tlakového nap¥tí nemají elementy ºádnou tuhost v tlaku, coº
m·ºe mít za následek dokonce zhroucení prvku do jedné linie a p°eru²ení výpo£tu, viz [15].
P°i této analýze se tato volba neosv¥d£ila.
Posledním uvedeným parametrem je koeﬁcient tlumení, který má vliv na stabilitu výpo-
£tu. Dle [16] je doporu£ená hodnota 0,05, coº odpovídá 5 % kritického tlumení. Manuál v²ak
zárove¬ uvádí, ºe v n¥kterých p°ípadech je nutná hodnota v¥t²í. V této úloze bylo uvaºováno
tlumení s koeﬁcientem 0,2.
D·leºitým prvkem v deﬁnici materiálu je materiálová k°ivka získaná z tahové zkou²ky
pásu. V tomto p°ípad¥ byla pouºita linearizovaná k°ivka, uvedená v kapitole 2.2, pro nylon.
Zadávají se zde dv¥ k°ivky, a to pro podélný a pro p°í£ný sm¥r pásu. Tyto sm¥ry je nutné
správn¥ deﬁnovat. Pro podélný sm¥r je pouºita materiálová k°ivka v nezm¥n¥né podob¥. V
p°í£ném sm¥ru je typicky závislost síly na deformaci pásu polovi£ní.
Druhá £ást pásu, tj. spojení membránové £ásti pásu s op¥radlem sedadla, je realizováno
pomocí speciálních prvk· SEATBELT. T¥mto prvk·m je nuté p°i°adit pouze materiál, který
má ozna£ení SEATBELT. V deﬁnici materiálu je v tomto p°ípad¥ zadána pouze hodnota
hmotnosti pásu na jednotku délky o velikosti ρm = 0,08kgm−1 a p°i°azena materiálová k°ivka
pro zatíºení a odleh£ení z kapitoly 2.2. Spojení t¥chto jednorozm¥rných prvk· s membránovou
£ástí pásu je realizováno pomocí vazeb, které spojí uzly na konci membránové £ásti s prvním
uzlem liniové £ásti.
4.2.4 Model ﬁguríny
Model testovací ﬁguríny je poskytován pln¥ deﬁnovaný a zkalibrovaný, jak jiº bylo uve-
deno d°íve. K diskretizaci ﬁguríny je vyuºito °ady prvk·, od bodových element· aº po ob-
jemové, a °ada materiál·. Jsou zde rovn¥º p°ednastaveny r·zné senzory, tj. uzly, ve kterých
se v pr·b¥hu výpo£tu zaznamenávají výstupní veli£iny, jako rychlosti, zrychlení, silové nebo
momentové reakce apod. Na model ﬁguríny p·sobí b¥hem výpo£tu tíhové zrychlení.
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4.2.5 Deﬁnice kontakt·
Deﬁnice kontakt· má velký vliv na celou analýzu. Jejich nesprávné nastavení m·ºe vést
ke zcela nereálným výsledk·m. Z toho d·vodu se zpravidla provádí lad¥ní nastavení kontakt·
a celé analýzy podle výsledk· reálného fyzického testu. Výsledky reálného testu leteckého
sedadla dle [19] jsou k nalezení v [4].
ada kontakt· je jiº p°ednastavena v modelu ﬁguríny. P°ednastavené kontakty byly do-
pln¥ny o chyb¥jící kontakty mezi n¥kterými £ástmi t¥la ﬁguríny a parametry t¥chto kontakt·
byly p°evzaty z p°ednastaveného modelu.
Dal²í kontakty jsou p°edepsány mezi ﬁgurínou a podlahou, ﬁgurínou a sedadlem a mezi
ﬁgurínou a bezpe£nostním pásem. V nastavení kontaktu je moºné deﬁnovat statický a dy-
namický sou£initel smykového t°ení. Hodnoty t¥chto koeﬁcient· byly odborným odhadem
ur£eny na hodnotu 0,8.
Posledním pouºitým nastavením je deﬁnice algoritmu pro detekci kontaktu. Jak bylo uve-
deno, standardn¥ je nastaven penaltní p°ístup, který v kaºdém kroce testuje penetraci uzlu
kontaktního t¥lesa s elementem kontaktovaného t¥lesa. P°i kontaktu t¥les s odli²nou tuhostí
materiálu (nap°. ocel-p¥na) je v²ak vhodn¥j²í pouºít algoritmus ozna£ený jako Segment-based
Penalty Formulation, který vyhodnocuje penetraci mezi elementem kontaktního a elementem
kontaktovaného t¥lesa.
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4.2.6 Výsledky analýzy
Primárními výsledky této analýzy jsou op¥t pr·b¥hy reakcí v pásu, resp. v jeho kotevních
bodech. Získané pr·b¥hy jsou vykresleny na obr. 4.22 (pr·b¥hy jsou ﬁltrovány ﬁltrem s
ozna£ením SAE 108 Hz).
Obrázek 4.22: Reakce v kotevních bodech pásu
Zna£ení L a P je stejné jako v p°edchozí úloze a je z°ejmé, ºe v¥t²í hodnoty vykazuje dle
o£ekávání reakce na pravé stran¥ RP. Maximální hodnota reakce zde dosahuje
RPmax ≈ 9000 N. Sm¥r p·sobení reakcí lze ur£it z geometrie v pr·b¥hu testu. Na obr.





Obrázek 4.23: Sm¥r p·sobení reakcí
Hodnoty vyzna£ených úhl· jsou αLxy ≈ 12◦, αPxy ≈ 22◦, αLxz ≈ 61◦ a αPxz ≈ 45◦. Úhel
αyz je pro ob¥ strany p°ibliºn¥ stejný a má hodnotu αyz ≈ 22◦.

















Obrázek 4.25: Sm¥r p·sobení reakcí III
















Pomocí sm¥rových kosin· výsledných reakcí ke globálním sou°adným osám lze dopo£ítat
velikost jednotlivých sloºek reakcí. Jejich hodnoty jsou pro levou stranu
RLx ≈ 1460 N, RLy ≈ 7220 N a RLz ≈ 2700 N a pro pravou stranu
RPx ≈ 3130N, RPy ≈ 7820N a RPz ≈ 3210N. Díl£í výslednice v jednotlivých rovinách
Rxy, Ryz a Rxz lze dopo£íst pomocí Pythagorovy v¥ty nebo s vyuºitím goniometrických
funkcí.
P·sobení t¥chto reakcí v £epu je obdobné jako v kapitole 4.1.4. Rovn¥º zde platí, ºe p°i
zm¥n¥ sm¥ru p·sobení zrychlení budou reakce stejné, jen vzájemn¥ zam¥n¥ny.
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Dal²ím výsledkem analýzy jsou vizualizace pr·b¥hu testu. Na obr. 4.26 je zobrazeno
n¥kolik stav· v £asových okamºicích po 30 ms a v p°íloze F je p°iloºen pr·b¥h simulace z
r·zných pohled· ve form¥ animace.
(a) 30 ms (b) 60 ms
(c) 90 ms (d) 120 ms
(e) 150 ms (f) 180 ms
Obrázek 4.26: Pr·b¥h simulace
Kapitola 5
Záv¥r a zhodnocení
Tato diplomová práce vznikla na základ¥ poºadavk· praxe spole£nosti IDEA AIR s.r.o.,
která se zabývá vývojem leteckých sedadel. Cílem práce bylo stanovení £asových pr·b¥h·
reakcí a jejich maximálních hodnot v kotevních bodech bezpe£nostního pásu p°i nárazové
zkou²ce leteckého sedadla.
V první £ásti je provedena re²er²e problematiky testování leteckých sedadel, kterou po-
pisuje mezinárodní norma pro letectví SAE AS8049C. Dále byly stanoveny rozm¥ry bez-
pe£nostního pásu a materiálové konstanty pouºitého materiálu.
Dal²í £ást se zabývá matematickým pozadím modelování dynamických úloh pomocí MKP.
Je proveden rozbor a odvození vztah· pro explicitní schéma °e²ení diskretizovaných pohybo-
vých rovnic. Pro diskretizaci kontinua je zde vyuºit rovinný ty£ový prvek. Odvozené vztahy
jsou dále aplikovány na n¥kolika p°íkladech a implementovány v programovacím jazyce Py-
thon, s cílem vytvo°it vlastní výpo£etní algoritmus pro °e²ení dynamických úloh. e²ení
pomocí vlastního algoritmu je vºdy srovnáno se známým analytickým °e²ením nebo s ko-
mer£ním softwarem. Veriﬁkovaný kód je následn¥ vyuºit k analýze bezpe£nostního pásu
pomocí MKP ve 2D. Výsledkem jsou £asové pr·b¥hy reakcí v kotevních bodech pásu.
V poslední £ásti práce je provedena analýza bezpe£nostního pásu pomocí MKP ve 3D
s vyuºitím komer£ního softwaru LS-DYNA. Výsledkem jsou op¥t £asové pr·b¥hy reakcí a
vizualizace simulace testu sedadla.
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5.1 Zjednodu²ený 2D model
Pro rovinnou analýzu bezpe£nostního pásu byl vyuºit vlastní skript vytvo°ený v progra-
movacím jazyce Python. Geometrii tvo°í st°ednice pásu odvozená z prostorového modelu.
K°ivka je diskretizována 10 rovinnými ty£ovými elementy, jejichº kone£noprvková formulace
je odvozená v kapitole 3.2.2. Zadání okrajových podmínek je z°ejmé z obr. 4.7. Krajní uzly
diskretizovaného pásu jsou kloubov¥ uloºeny a zbylým uzl·m je p°edepsáno zrychlení s po-
ºadovaným £asovým pr·b¥hem dle [19]. Výsledné £asové pr·b¥hy v kotevních bodech jsou
vykresleny na obr. 5.1.
Obrázek 5.1: Reakce v kotevních bodech pásu - 2D analýza
Analýzou byla zji²t¥na maximální hodnota reakce v pravém kotevním bod¥ odpovídající
R ≈ 9650 N. Tento výsledek platí pro dané okrajové podmínky, zejména pro nato£ení
sedadla o úhel α2 = 10◦, viz obr. 4.7. Pro opa£né nato£ení by uvedená hodnota reakce byla
v levém kotevním bod¥ pásu. Orienta£ní sm¥ry p·sobení reakcí jsou vykresleny na obr. 4.11
a 4.12.
P°i °e²ení úlohy byla p°ijata °ada zjednodu²ujících p°edpoklad·. P°edev²ím je zde uva-
ºován materiál pásu s lineárním chováním p°i zatíºení v tahu. Dal²ím zjednodu²ením je
sklopení st°ednice pásu do roviny a rozloºení hmotnosti ﬁguríny p°ímo do uzl· diskretizova-
ného pásu. Na obr. 5.2 je patrný jeden z d·sledk· t¥chto p°ijatých zjednodu²ení. Na obrázku
(a) 30 ms (b) 60 ms (c) 90 ms (d) 120 ms (e) 150 ms (f) 180 ms
Obrázek 5.2: Pr·b¥h deformace geometrie pásu
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je vykreslena deformovaná geometrie pásu v pr·b¥hu analýzy. P°i reálném experimentu je
v²ak podobné deformaci zabrán¥no kontaktem s testovací ﬁgurínou, kterou pás obepíná. P°es
to je v²ak £asový pr·b¥h reakcí velice blízký výsledk·m fyzického testu uvedeného v [4].
5.2 3D model
Pro prostorovou analýzu bezpe£nostního pásu byl vyuºit komer£ní software LS-DYNA.
Model úlohy je tvo°en zjednodu²eným sedadlem z absolutn¥ tuhého materiálu, modelem pásu
a modelem testovací ﬁguríny. Zadání okrajových podmínek je z°ejmé z obr. 4.19. Poºadované
zrychlení je zde p°edepsáno sedadlu, které je v kontaktu s ﬁgurínou a zárove¬ je uvaºován
vliv gravitace. Výsledné £asové pr·b¥hy v kotevních bodech jsou vykresleny na obr. 5.3.
Obrázek 5.3: Reakce v kotevních bodech pásu - 3D analýza
Analýzou byla zji²t¥na maximální hodnota reakce v pravém kotevním bod¥ odpovídající
R ≈ 9000 N. Orienta£ní sm¥ry p·sobení reakcí jsou vykresleny na obr. 4.23, 4.24 a 4.25.
Na obr. 5.4 je vizualizace pr·b¥hu simulace.
(a) 30 ms (b) 60 ms (c) 90 ms (d) 120 ms (e) 150 ms (f) 180 ms
Obrázek 5.4: Pr·b¥h simulace
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P°i této analýze bylo p°ijato rovn¥º n¥kolik zjednodu²ení. Sedadlo je v ranné fázi vývoje
a jeho podrobná geometrie v sou£asné dob¥ není známa. Z toho d·vodu tvo°í model sedadla
pouze dv¥ absolutn¥ tuhé desky. Stejn¥ tak není známa poloha kotevních bod· bezpe£nost-
ního pásu na sedadle. Pro návrh uloºení a stanovení orienta£ních hodnot je v²ak model
dostate£n¥ p°esný.
5.3 Zhodnocení a doporu£ení
Ze srovnání £asových pr·b¥h· reakcí na obr. 5.1 a 5.3 se jeví pr·b¥hy z LS-DYNA
oproti pr·b¥h·m z 2D analýzy jako zpoºd¥né. Tento posun je dán p°edev²ím poddajností
kone£noprvkového modelu ﬁguríny. Na po£átku p·sobení zrychlení dojde ke stla£ení t¥la
ﬁguríny s minimálním odporem, coº je patrné i z obr. 4.26. Po ur£itém stla£ení t¥la ﬁguríny
odpor vzroste a dále jiº jsou pr·b¥hy podobné. Dal²ím d·vodem del²ího náb¥hu je utaºení a
vedení pásu kolem t¥la ﬁguríny. Mezi pásem a ﬁgurínou m·ºe být malá v·le, p°ípadn¥ m·ºe
pás mírn¥ sklouznout, coº se projeví del²ím náb¥hem s tém¥° nulovými reakcemi v kotevních
bodech. Po£átek pr·b¥h· reakcí získaných z vlastního algoritmu je proto pro vyrovnání
náb¥h· posunut o ∆t = 17 ms.
Na obr. 5.5 jsou srovnány £asové pr·b¥hy reakcí získané pomocí vlastního algoritmu,
pomocí LS-DYNA a pr·b¥h reakcí z experimentu, který je proveden v [4]. U zmín¥ného
experimentu nebylo zahrnuto nato£ení sedadla o úhel α2 = 10◦ a reakce v obou kotevních
bodech jsou prakticky totoºné.
experiment
Obrázek 5.5: Srovnání pr·b¥h· reakcí v kotevních bodech bezpe£nostního pásu
Z obr. 5.5 je patrné, ºe maximální reakce získaná experimentem a reakce získaná s po-
mocí vlastního algoritmu mají i p°es ve²kerá zjednodu²ení velice podobné pr·b¥hy. Rovn¥º
maximální hodnoty se p°íli² neli²í.
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Ve srovnání s pr·b¥hy z LS-DYNA uº je v²ak patrný v¥t²í rozdíl. Rozdíl ve výsledcích
m·ºe být zp·soben pouºitým modelem sedadla z absolutn¥ tuhého materiálu. Tím je za-
brán¥no jakékoliv deformaci sedadla a toto zjednodu²ení m·ºe mít nemalý vliv na výsledné
hodnoty. Navíc není známa p°esná poloha kotevních bod· pásu, která spolu se sklonem
sedáku výrazn¥ ovliv¬uje velikost reakcí. Dal²ím d·vodem m·ºe být pouºitá materiálová
charakteristika bezpe£nostního pásu. V této práci byla pouºita linearizovaná charakteristika
ode£tená z [4]. Významným faktorem je rovn¥º matematický popis kontaktních dvojic. P°e-
dev²ím pak kontakt· mezi ﬁgurínou a sedadlem a ﬁgurínou a bezpe£nostním pásem, resp.
nastavením sou£initele smykového t°ení mezi t¥mito povrchy. Protoºe nejsou známy ani ma-
teriály, ze kterých bude sedadlo vyrobeno, byly tyto koeﬁcienty ur£eny odborným odhadem.
V neposlední °ad¥ je zde moºnost vyuºít p°esn¥j²ího modelu testovací ﬁguríny.
V tab. 5.1 jsou vypsány maximální hodnoty reakcí získaných uvedenými t°emi zp·soby.




Tabulka 5.1: Dosaºené maximální hodnoty reakcí v kotevních bodech bezpe£nostního pásu
Bezpe£nost cestujících je vºdy na prvním míst¥. Pro návrh kotvení bezpe£nostního pásu
v leteckých sedadlech lze proto doporu£it uváºení vy²²í hodnoty reakcí. P°i zaokrouhlení
hodnoty získané analýzou vlastním algoritmem je tedy doporu£ená hodnota reakce
R ≈ 10 000 N. To je také hodnota získaná experimentem. Sm¥ry p·sobení reakcí uvedené
v této práci je t°eba brát spí²e jako orienta£ní. P°esné sm¥ry budou záviset na konkrétní
poloze kotevních bod· bezpe£nostního pásu.
5.4 Vyuºití výsledk·
Výsledky budou poskytnuty spole£nosti IDEA AIR s.r.o. pro návrh nového typu leteckého
sedadla. Zárove¬ bude úloha modiﬁkována dle p°ípadných p°ipomínek spole£nosti.
Díky p°iloºeným vytvo°eným skript·m m·ºe tato práce slouºit i k didaktickým ú£el·m.
Modiﬁkací uvedených algoritm· lze rovn¥º re²it r·zné úlohy dynamiky s vyuºitím rovinného
ty£ového prvku.
Práce bude také prezentována na konferenci 14 th International Conference of Numerical
Analysis and Applied Mathematics ICNAM 2016 Rhodes, Greece, http://icnaam.org, a pub-
likována v p°íslu²ném sborníku. Vytvo°ený algoritmus bude registrován formou aplikovaného
výstupu (software), který bude °e²it silovou odezvu na základ¥ známého p°etíºení.
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5.5 Pokra£ování práce
Ze srovnání pr·b¥h· z 2D analýzy, 3D analýzy a z experimentu je z°ejmé, ºe i p°es °adu
zjednodu²ení dosahuje 2D analýza s vyuºitím vlastního algoritmu výborných výsledk·. Pou-
ºité postupy budou dále roz²í°eny pro prostorové úlohy a budou implementovány dal²í typy
prvk·, pro moºnost provád¥ní dynamických analýz sloºit¥j²ích struktur. Výsledný algoritmus
by mohl nalézt uplatn¥ní v softwaru pro °e²ení rozsáhlých dynamických úloh, bez omezení
licencemi komer£ních produkt·, nap°. na superpo£íta£ích Národního superpo£íta£ového cen-
tra IT4Innovations, v jehoº spolupráci tato diplomová práce vznikla.
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P°íloha A
Diskrétní systém
1 import numpy as np
2 import matplotlib as mpl
3 import matplotlib.pyplot as plt
4
5 #pozn. algoritmus je shodny pro tlumene i netlumene kmitani;
6 #volba zavisi pouze na hodnote soucinitele tlumeni b:
7 #netlumeny system: b=0; tlumeny system b>0
8





13 k = 1. #tuhost pruziny
14 m = 1. #hmotnost telesa
15 b = 0.0 #koeficient tlumeni
16 u0 = 1. #pocatecni vychylka
17 v0 = 0. #pocatecni rychlost
18 F = 0. #vnejsi zatizeni
19
20 omega0 = k/m #vlastni kruhova frekv. netlumeneho kmitani
21 delta = b/(2*m) #konstanta doznivani
22 omega = np.sqrt(omega0**2-delta**2) #vl. kruh. frekvence kmitani
23 perioda = 2*np.pi/omega #perioda kmitani
24 T = 4*perioda #delka analyzy
25 #vykresleni analytickeho reseni
26 mpl.rcParams['text.latex.unicode']=True #styl pisma LaTeX
27 mpl.rc('font',**{'family':'serif','serif':['Computer Modern Roman']})
28 mpl.rcParams['text.usetex']=True








98 PÍLOHA A. DISKRÉTNÍ SYSTÉM
36 #explicitni algoritmus v kombinaci s promennou velikosti casoveho kroku
37 for i in range (2,6):
38 dt = 0.1*i*perioda/np.pi #promenna velikost casoveho kroku
39 n = int(T/dt)+1 #pocet vypocetnich kroku
40 #startovaci procedura
41 u_t1 = u0
42 u_t2 = 0.
43 du1 = v0
44 du2 = -k/m*u0 #pocatecni zrychleni
45 u_start = u0-dt*du1+dt**2/2*du2 #startovaci procedura
46 u_t0 = u_start
47 u_numtl = np.zeros(n+1,dtype=np.float64)
48 u_numtl[0] += u0
49 T_num = np.zeros(n+1,dtype=np.float64)
50 T_num[0] += 0.
51 T_total= dt
52 j = 1
53 #explicitni algoritmus
54 while (T_total < T+dt) or (T_total == T+dt):
55 u_t2 = 1/(m/dt**2+b/(2*dt))*(F-(k-2*m/dt**2)*u_t1-(m/dt**2-b/(2*dt))*u_t0)
56 u_numtl[j] += u_t2
57 T_num[j] += T_total
58 print(T_total,'',u_t2)
59 T_total += dt
60 j += 1
61 #ulozeni vysledku
62 u_t0 = u_t1
63 u_t1 = u_t2
64 u_t2 = 0.










1 import numpy as np




6 nNod=nEl+1 #pocet uzlu
7 elements=np.zeros((nEl,2),dtype=np.int32) #uzly elementu
8 coordinates=np.zeros((nNod,2),dtype=np.float64) #souradnice uzlu
9 h=L/nEl #delka elementu
10 for i in range(nEl):
11 elements[i,:]=np.array([i,i+1])






18 P_eff = F0-np.dot(C,v0)-np.dot(K,u0) #prava strana
19 a0 = np.linalg.solve(M,P_eff) #pocatecni zrychleni





25 u_num = np.zeros((nEl+1,n+1),dtype=np.float64) #vektor posuvu
26 u_num[:,0] += u0.transpose() #aplikace PP do vekt. pos.
27 T_num = np.zeros(n+1,dtype=np.float64) #t vyp. v jednotl. krocich
28 T_total= deltaT #celkovy t vypoctu
29 i = 1
30 while (T_total < T) or (T_total == T):
31 print('t = %.4f s' % T_total)
32 X = F-np.dot(K,u_t1) #substituce
33 Y = 2*u_t1-u_t0 #substituce
34 Z = np.dot(C,u_t0) #substituce
35 M_eff =M + deltaT/2*C #substituce
36 F_eff = deltaT**2*X+np.dot(M,Y)+deltaT/2*Z #substituce
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37 u_t2 = np.linalg.solve(M_eff,F_eff) #reseni soust. "A*x = b"
38 u_num[:,i] += u_t2.transpose() #ulozeni vysledku
39 T_num[i] += T_total #ulozeni vysledku
40 T_total += deltaT #ulozeni vysledku
41 if T_total == 0.05 or T_total > 0.05: #skokove odebrani zatizeni
42 F=np.zeros(nEl+1,dtype=np.float64)
43 u_t0 = u_t1
44 u_t1 = u_t2




49 L = 1. #delka struny [m]
50 d = 1e-3 #prumer struny [m]
51 rho = 7850. #hustota [kg*m^-3]
52 E = 2.1e11 #modul pruznosti[Pa]
53 alpha = 80. #koeficient vnejsiho tlumeni
54 beta = 0. #koeficient vnitrniho tlumeni
55 P = 4775. #predepinaci sila [N]
56 Q = 100. #zatizeni
57 T_vyp = 0.1 #delka analyzy[s]
58 eta = 0.8 #zmenseni casoveho kroku
59 #sit
60 nEl = 80 #pocet elementu
61 h = L/nEl #delka elementu
62 A = np.pi*d**2/4 #plocha prurezu elementu
63 mh = rho*A*h #hmotnost elementu
64 omega = 2*np.sqrt(3*P/(mh*h)) #max. vlastni kruh. frekv. prvku
65 elements,coordinates = getMesh(L,nEl) #elementy,souradnice uzlu
66 #casovy krok
67 period = 2*np.pi/omega #perioda
68 T = T_vyp #cas vypoctu
69 deltaT = eta*period/np.pi #casovy krok
70 n = int(T/deltaT) #pocet vypocetnich kroku
71 #lokalni matice
72 M_loc = (mh/2)*np.array([[1,0],[0,1]],dtype=np.float64) #lok. mat. hmotnosti
73 K_loc = (P/h)*np.array([[1,-1],[-1,1]],dtype=np.float64) #lok. mat. tuhosti
74 #sestaveni globalnich matic
75 nE = elements.shape[0] #pocet elementu
76 nCoord = coordinates.shape[0] #pocet uzlu
77 nDOFs = nCoord #pocet st.volnosti
78 K = np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64)
79 M = np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64)
80 for i in range(nE):
81 indEl=elements[i,:] #uzly jednotl. elementu
82 iDOF=indEl #vektor posuvu uzlu 1 elementu
83 K[np.ix_(iDOF,iDOF)]+=K_loc #glob. mat. tuhosti
84 M[np.ix_(iDOF,iDOF)]+=M_loc #glob. mat. hmotnosti
85 C = alpha*M + beta*K #matice tlumeni
86 #vektor zatizeni
87 F=np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64)





92 K[0,:] = 0.
93 K[:,0] = 0.
94 K[0,0] = 1.
95 K[-1,:] = 0.
96 K[:,-1] = 0.
97 K[-1,-1] = 1.
98 M[0,:] = 0.
99 M[:,0] = 0.
100 M[0,0] = 1.
101 M[-1,:] = 0.
102 M[:,-1] = 0.
103 M[-1,-1] = 1.
104 #pocatecni podminky
105 u0 = np.zeros(nCoord,dtype=np.float64)
106 v0 = np.zeros(nCoord,dtype=np.float64)
107 F0 = np.zeros(nCoord,dtype=np.float64)
108 F0[:] = Q/nCoord
109 F0[0] = 0
110 F0[-1] = 0
111 #znaceni:
112 #u_t0 = u_t-deltaT
113 #u_t1 = u_t
114 #u_t2 = u_t+deltaT
115 #startovaci procedura
116 uStart = getStart(M,K,C,deltaT,u0,v0,F0)
117 u_t1 = u0
118 u_t0 = uStart
119 #explicitni algoritmus
120 u_num,T_num = runExplicit(nEl,n,T,deltaT,K,C,M,F,u0,u_t0,u_t1)
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P°íloha C
Prut-pruºina
1 import numpy as np
2 import Start as st
3 #nacteni site z textoveho souboru
4 def readMesh():
5 elements = np.loadtxt('elem.txt',dtype=np.int)





































41 A = 1.
42 rho = 0.1 #A*rho [lb*sec^2/in^2]
43 E = 1e7 #A*E [lb]
44 alpha = 0. #souc. vnejsiho tlumeni
45 beta = 0. #souc. vnitrniho tlumeni
46 T_vyp = 8. #cas vypoctu [s]
47 delta = 0.02 #faktor pro velikost dt
48 k_pruzina = 6. #tuhost pruziny [lb/in]
49 Fc = 5. #zatezujici sila [lb]
50 #==============================================================================
51 # nacteni site
52 #==============================================================================
53 elements,coordinates = rd.readMesh() #elementy,uzly
54 nE = 1 #pocet elementu
55 nCoord = coordinates.shape[0] #pocet uzlu
56 nDOFs=nCoord*2 #pocet st.volnosti
57 #delka,prumer prvku
58 h0 = np.zeros(nE,dtype=np.float64)
59 for k in range(nE):
60 h_XY = coordinates[k+1,:]-coordinates[k,:] #[x2-x1,y2-y1]=[hx,hy]
61 h = np.sqrt(np.sum(h_XY**2)) #delka elementu ze souradnic
62 h0[k] += h #vektor pocatecnich delek el.
63 #==============================================================================
64 # #casovy krok
65 #==============================================================================
66 mh = rho*A*min(h0) #hmotnost elementu [kg]
67 omega = 2*np.sqrt(A*E/(mh*min(h0))) #vlastni kruhova frekvence prvku
68 period = 2*np.pi/omega #perioda
69 deltaT = delta*period/np.pi #casovy krok
70 n = int(T_vyp/deltaT) #pocet vypocetnich kroku
71 #==============================================================================
72 # #pocatecni podminky
73 #==============================================================================
74 u0 = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #pocatecni vychylka
75 v0 = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #pocatecni rychlost




80 F=np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #vektor vnejsich sil
81 #==============================================================================
82 # aplikace PP do K a M - "1. vypocetni krok"
83 #==============================================================================
84 T_total = deltaT #celkovy cas vypoctu
85 u_num = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #vektor posuvu
86 u_num[:,0] += u0 #aplikace PP do vektoru posuvu
87 T_num = np.zeros(1,dtype=np.float64) #cas vypoctu v jednotl. krocich(pro
vykresleni grafu)
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88 M=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64) #globalni mat. hmotnosti
89 K=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64) #globalni mat. tuhosti
90 R = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #vektor vnitrnich uzlovych sil
91 for k in range(nE):
92 h_X = (u0[k*2+2]+coordinates[k+1,0])-(u0[k*2]+coordinates[k,0]) # x2-x1 =
hx...vyska elementu v ose x
93 h_Y = (u0[k*2+3]+coordinates[k+1,1])-(u0[k*2+1]+coordinates[k,1]) # y2-y1 =
hy...vyska elementu v ose y
94 p = np.array([coordinates[k+1,0]-coordinates[k,0],0]) #vektor
predstavujici puvodni element l
95 q = np.array([h_X, h_Y]) #vektor -
natoceny deformovany element l'
96 cos_phi = np.dot(p.transpose(),q)/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q)) #cos
uhlu ze skalarniho soucinu
97 sin_phi = np.linalg.norm(np.cross(p,q))/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q))
#sin uhlu z vektoroveho soucinu
98 if (h_Y < 0):
99 sin_phi = -1*sin_phi
100 phi = np.arccos(cos_phi) #informativni vypocet uhlu natoceni
101 u_loc = V_Transform(u0[k*2:k*2+4]) #vektor posuvu v lok. SS
102 deltaH = u_loc[2]-u_loc[0] #zmena delky elementu
103 h1 = h0[k]+deltaH #nova delka elementu
104 epsilon = (h1**2-h0[k]**2)/(2*h0[k]**2) #pomerna deformace elementu
105 N = E*A*epsilon/2 #normalova sila v elementu od deformace
106 F_T = N*np.array([[-cos_phi],\
107 [-sin_phi],\
108 [cos_phi],\
109 [sin_phi]],dtype=np.float64) #vnitrni uzlove reakce





115 K_l = M_Transform(K_L(E/2,A,h)) + K_NL(N,h) #glob. matice tuhosti elementu
116 iDOF = np.array([0,1,2,3])+2*k
117 K[np.ix_(iDOF,iDOF)] += K_l #glob. mat. tuhosti
118 M[np.ix_(iDOF,iDOF)] += M_e(mh) #glob. mat. hmotnosti
119 #==============================================================================
120 # okrajove podminky
121 #==============================================================================
122 #vazba - pevny kloub
123 node0x = elements[0]
124 node0y = elements[0]+1





130 K[-1,-1] += k_pruzina
131 M[node0,:]=0.0
132 M[:,node0]=0.0
133 M[:,2] = 0.
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134 M[2,:] = 0.
135 M[np.ix_(node0,node0)]+=np.eye(nI,dtype=np.float64)
136 M[2,2] = 1.
137 N_int = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #vektor vnitrnich sil
138 N_int[:,0] += np.dot(K,u0)
139 C = alpha*M + beta*K #mat. tlumeni
140 #==============================================================================
141 # startovaci procedura
142 #==============================================================================
143 uStart = st.getStart(R,M,K,C,deltaT,u0,v0,F0)
144 u_t1 = u0 #u_t1 = vektor posuvu u v case t
145 u_t0 = uStart #u_t0 = u v case t-deltaT
146 #==============================================================================
147 # vypocetni algoritmus
148 #==============================================================================
149 maxSteps = 1000000
150 for i in range(maxSteps):
151 X = F-np.dot(K,u_t1)-R #subst.
152 Y = 2*u_t1-u_t0 #subst.
153 Z = np.dot(C,u_t0) #subst.
154 M_eff = M + deltaT/2*C #leva strana rovnice pro vypocet
u_{t+deltaT}
155 F_eff = deltaT**2*X+np.dot(M,Y)+deltaT/2*Z #prava strana rovnice
156 u_t2 = np.linalg.solve(M_eff,F_eff) #reseni mat. rce M_eff*u_{t+deltaT}




160 u_t2[-2] = 0.
161 u_t2[0] = 0.
162 u_t2[1] = 0.
163 u = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #pomocny vektor
164 u[:,0] += u_t2
165 u_inc = u_t2-u_num[:,i]
166 u_num = np.append(u_num,u,axis=1)
167 T_num = np.append(T_num,T_total)
168 T_total += deltaT
169 if (T_total == T_vyp) or (T_total > T_vyp):
170 break
171 else: #sestaveni novych matic
172 R = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64)
173 K=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64)
174 for k in range(nE):
175 h_X = (u_t2[k*2+2]+coordinates[k+1,0])-(u_t2[k*2]+coordinates[k,0])
176 h_Y =
(u_t2[k*2+3]/2+coordinates[k+1,1])-(u_t2[k*2+1]/2+coordinates[k,1])
177 p = np.array([coordinates[k+1,0]-coordinates[k,0],0]) #vektor
predstavujici puvodni element l
178 q = np.array([h_X, h_Y]) #vektor - natoceny deformovany element l'




181 if (h_Y < 0):
182 sin_phi = -1*sin_phi
183 phi = np.arccos(cos_phi)
184 if (h_Y < 0):
185 phi = -1*phi
186 u_loc = V_Transform(u_t2[k*2:k*2+4])
187 deltaH = u_loc[2]-u_loc[0]
188 h1 = h0[k]+deltaH
189 epsilon = (h1**2-h0[k]**2)/(2*h0[k]**2)
190 N = E*A*epsilon/2









200 K_l = M_Transform(K_L(E/2,A,h)) + K_NL(N,h)
201 iDOF = np.array([0,1,2,3])+2*k
202 K[np.ix_(iDOF,iDOF)]+=K_l
203 print('t = %.4f s ________ fi = %.3f deg' % (T_total,phi*180/np.pi))
204 #vazba - pevny kloub
205 node0x = elements[0]
206 node0y = elements[0]+1
207 node0 = np.array([node0x,node0y])
208 K[node0,:]=0.0
209 K[:,node0]=0.0
210 K[:,2] = 0.
211 K[2,:] = 0.
212 K[-1,-1] += k_pruzina
213 nI=node0.shape[0]
214 K[np.ix_(node0,node0)]+=np.eye(nI,dtype=np.float64)




219 M[:,2] = 0.
220 M[2,:] = 0.
221 M[2,2] = 1.
222 N_i = np.dot(K,u) #vypocet reakci
223 N_int = np.append(N_int,N_i,axis=1)
224 C = alpha*M + beta*K
225 u_t0 = u_t1
226 u_t1 = u_t2 #konec smycky
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P°íloha D
Kyvadlo
D.1 Numerické °e²ení analytických diferenciálních rovnic
1 from numpy import sin, cos
2 import numpy as np
3 import scipy.integrate as integrate
4
5 g = 9.81 #tihove zrychleni [m/s^2]
6 L1 = 0.15 #delka zavesu 1 [m]
7 L2 = 0.15 #delka zavesu 2 [m]
8 M1 = 1.0 #hmotnost 1 [kg]
9 M2 = 1.0 #hmotnost 2 [kg]
10 #stavovy prostor
11 def derivs(state, t):
12 dydx = np.zeros_like(state)
13 dydx[0] = state[1]
14
15 del_ = state[2] - state[0]
16 den1 = (M1 + M2)*L1 - M2*L1*cos(del_)*cos(del_)
17 dydx[1] = (M2*L1*state[1]*state[1]*sin(del_)*cos(del_) +
18 M2*g*sin(state[2])*cos(del_) +
19 M2*L2*state[3]*state[3]*sin(del_) -
20 (M1 + M2)*g*sin(state[0]))/den1
21 dydx[2] = state[3]
22 den2 = (L2/L1)*den1
23 dydx[3] = (-M2*L2*state[3]*state[3]*sin(del_)*cos(del_) +
24 (M1 + M2)*g*sin(state[0])*cos(del_) -
25 (M1 + M2)*L1*state[1]*state[1]*sin(del_) -
26 (M1 + M2)*g*sin(state[2]))/den2
27 return dydx
28 # casovy krok
29 dt = 0.000005
30 t = np.arange(0.0, 5, dt)
31 #pocatecni uhly natoceni zavesu a pocatecni uhlove rychlosti
32 th10 = 0.
33 w10 = 0.0
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34 th20 = 0.0
35 w20 = 0.
36 w20 = 4.187*180/np.pi
37 # pocatecni podminky
38 state = np.radians([th10, w10, th20, w20])
39 # reseni diferencialnich rovnic
40 y = integrate.odeint(derivs, state, t)
41 #vychylky
42 x1 = L1*sin(y[:, 0])
43 y1 = -L1*cos(y[:, 0])
44 x2 = L2*sin(y[:, 2]) + x1
45 y2 = -L2*cos(y[:, 2]) + y1
46 #rychlosti
47 vx1 = L1*sin(y[:, 1])
48 vy1 = -L1*cos(y[:, 1])
49 vx2 = L2*sin(y[:, 3]) + vx1
50 vy2 = -L2*cos(y[:, 3]) + vy1
D.2 Numerické °e²ení explicitní metodou pomocí MKP
1 import numpy as np
2 import Start as st


































35 # #material, geometrie
36 #==============================================================================
37 d = 1.128e-3 #prumer [m]
38 rho = 7850. #hustota [kg*m^-3]
39 g = 9.81 #m/s^2
40 E = 2.1e11 #[Pa]
41 mu = 0.3 #Poisson. c.
42 alpha = 0. #souc. tlumeni
43 beta = 0.000003 #souc. tlumeni
44 A = np.pi*d**2/4. #plocha prurezu elementu [m^2]
45 m_pend = 1. #hmotnost kyvadla[kg]
46 T_vyp = 2. #cas vypoctu [s]
47 #==============================================================================
48 # nacteni site
49 #==============================================================================
50 elements,coordinates = rd.readMesh() #elementy,uzly
51 nE = elements.shape[0] #pocet elementu
52 nCoord = coordinates.shape[0] #pocet uzlu
53 nDOFs=nCoord*2 #pocet st.volnosti
54 #delka,prumer prvku
55 h0 = np.zeros(nE,dtype=np.float64)
56 for k in range(nE):
57 h_XY = coordinates[k+1,:]-coordinates[k,:] #[x2-x1,y2-y1]=[hx,hy]
58 h = np.sqrt(np.sum(h_XY**2)) #delka elementu ze
souradnic=sqrt(hx**2+hy**2)
59 h0[k] += h
60 mh = rho*A*min(h0) #hmotnost elementu [kg]
61 n = int(T_vyp/deltaT) #pocet vypocetnich kroku
62 delta = 0.9
63 omega = 2*np.sqrt(A*E/(mh*min(h0))) #vlastni kruhova frekvence prvku
64 period = 2*np.pi/omega #perioda
65 deltaT = delta*period/np.pi #casovy krok
66 #==============================================================================
67 # #pocatecni podminky
68 #==============================================================================
69 gama0 = 30*np.pi/180 #uhel vychyleni
70
71 u0 = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #pocatecni vychylka
72 v0 = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #pocatecni rychlost
73 v0[-1] +=np.sqrt(2*g*h*(1-np.cos(gama0))) #pocatecni rychlost posledniho bodu
74
75 F0 = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #pocatecni zatizeni
76 for i in range(nCoord):
77 F0[2*i] = (mh/2+m_pend)*g #aplikace tihove sily do uzlu
78 F0[0]=0.
79 F0[2] += (mh/2)*g #v prostrednim uzlu je mh/2 2x




83 F=np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #stejne jako pocatecni zatizeni
84 for i in range(nCoord):
85 F[2*i] = (mh/2+m_pend)*g
86 F[0]=0.
87 F[2] += (mh/2)*g
88 #==============================================================================
89 # aplikace PP do K a M - "1. vypocetni krok"
90 #==============================================================================
91 T_total = deltaT #celkovy cas vypoctu
92 u_num = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #vektor posuvu
93 u_num[:,0] += u0 #aplikace PP do vektoru posuvu
94 T_num = np.zeros(1,dtype=np.float64) #cas vypoctu v jednotl.
krocich(pro vykresleni grafu)
95
96 K=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64) #globalni mat. tuhosti
97 M=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64) #globalni mat. hmotnosti
98 R = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #vektor vnitrnich uzlovych sil
99 for k in range(nE):
100 h_X = (u0[k*2+2]+coordinates[k+1,0])-(u0[k*2]+coordinates[k,0]) # x2-x1 =
hx...vyska elementu v ose x
101 h_Y = (u0[k*2+3]+coordinates[k+1,1])-(u0[k*2+1]+coordinates[k,1]) # y2-y1 =
hy...vyska elementu v ose y
102 p = np.array([coordinates[k+1,0]-coordinates[k,0],0]) #vektor predstavujici
puvodni element l
103 q = np.array([h_X, h_Y]) #vektor - natoceny
deformovany element l'
104 cos_phi = np.dot(p.transpose(),q)/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q)) #cos
uhlu ze skalarniho soucinu
105 sin_phi = np.linalg.norm(np.cross(p,q))/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q))
#sin uhlu z vektoroveho soucinu
106 if (h_Y < 0):
107 sin_phi = -1*sin_phi
108 u_loc = V_Transform(u0[k*2:k*2+4]) #vektor posuvu v lok. SS
109 deltaH = u_loc[2]-u_loc[0] #zmena delky elementu
110 h1 = h0[k]+deltaH #nova delka elementu
111 epsilon = (h1**2-h0[k]**2)/(2*h0[k]**2) #pomerna deformace
112 N = E*A*epsilon/2 #normalova sila v elementu od deformace
113 F_T = N*np.array([[-cos_phi],\
114 [-sin_phi],\
115 [cos_phi],\
116 [sin_phi]],dtype=np.float64) #vnitrni uzlove reakce





122 K_l = M_Transform(K_L(E,A,h)) + K_NL(N,h) #glob. matice tuhosti elementu
123 iDOF = np.array([0,1,2,3])+2*k
124 K[np.ix_(iDOF,iDOF)]+=K_l #glob. mat. tuhosti
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125 M[np.ix_(iDOF,iDOF)]+=M_e(mh) #glob. mat. hmotnosti
126 #==============================================================================
127 # okrajove podminky
128 #==============================================================================
129 node0x = elements[0,0]
130 node0y = elements[0,0]+1










141 C = alpha*M + beta*K #mat. tlumeni
142 #==============================================================================
143 # startovaci procedura
144 #==============================================================================
145 uStart,a0 = st.getStart(R,M,K,C,deltaT,u0,v0,F0)
146 u_t1 = u0 #u_t1 = vektor posuvu u v case t
147 u_t0 = uStart #u_t0 = u v case t-deltaT
148 #==============================================================================
149 # vypocetni algoritmus
150 #==============================================================================
151 maxIter = 1000000
152 for i in range(maxIter):
153 X = F-np.dot(K,u_t1)-R #subst.
154 Y = 2*u_t1-u_t0 #subst.
155 Z = np.dot(C,u_t0) #subst.
156 M_eff = M + deltaT/2*C #leva strana rovnice pro vypocet
u_{t+deltaT}
157 F_eff = deltaT**2*X+np.dot(M,Y)+deltaT/2*Z #prava strana rovnice
158 u_t2 = np.linalg.solve(M_eff,F_eff) #reseni mat. rce M_eff*u_{t+deltaT}
= F_eff ("A*x = b")
159 u = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #pomocny vektor
160 u[:,0] += u_t2
161 u_num = np.append(u_num,u,axis=1)
162 T_num = np.append(T_num,T_total)
163 T_total += deltaT
164 if (T_total == T_vyp) or (T_total > T_vyp):
165 break
166 else: #sestaveni novych matic
167 R = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64)
168 K=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64)
169 for k in range(nE):
170 h_X = (u_t2[k*2+2]/2+coordinates[k+1,0])-(u_t2[k*2]/2+coordinates[k,0])
171 h_Y =
(u_t2[k*2+3]/2+coordinates[k+1,1])-(u_t2[k*2+1]/2+coordinates[k,1])
172 p = np.array([coordinates[k+1,0]-coordinates[k,0],0]) #vektor
predstavujici puvodni element l
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173 q = np.array([h_X, h_Y]) #vektor - natoceny
deformovany element l'
174 cos_phi = np.dot(p.transpose(),q)/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q))
175 sin_phi =
np.linalg.norm(np.cross(p,q))/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q))
176 if (h_Y < 0):
177 sin_phi = -1*sin_phi
178 phi = np.arccos(cos_phi)
179 if (h_Y < 0):
180 phi = -1*phi
181 u_loc = V_Transform(u_t2[k*2:k*2+4])
182 deltaH = u_loc[2]-u_loc[0]
183 h1 = h0[k]+deltaH
184 epsilon = (h1**2-h0[k]**2)/(2*h0[k]**2)
185 N = E*A*epsilon/2









195 K_l = M_Transform(K_L(E/2,A,h)) + K_NL(N,h)
196 iDOF = np.array([0,1,2,3])+2*k
197 K[np.ix_(iDOF,iDOF)]+=K_l
198 print('t = %.4f s ________ fi = %.3f deg' % (T_total,phi*180/np.pi))
199 node0x = elements[0,0]
200 node0y = elements[0,0]+1





206 C = alpha*M + beta*K
207 u_t0 = u_t1




212 v = np.zeros_like(u_num,dtype=np.float64)
213 for i in range(nDOFs):
214 for j in range(n):
215 if (j == 0):
216 v[i,j] += v0[i]
217 elif (j == n-1):
218 v[i,j] += (u_num[i,j]-u_num[i,j-1])/(deltaT)
219 else:
220 v[i,j] += (u_num[i,j+1]-u_num[i,j-1])/(2*deltaT)
221 #==============================================================================
222 # zrychleni
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223 #==============================================================================
224 a = np.zeros_like(u_num,dtype=np.float64)
225 for i in range(nDOFs):
226 for j in range(n):
227 if (j == 0):
228 a[i,j] += a0[i]
229 elif (j == n-1):
230 a[i,j] += a[i,j-1]
231 else:
232 a[i,j] += (u_num[i,j-1]-2*u_num[i,j]+u_num[i,j+1])/(deltaT**2)
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P°íloha E
Bezpe£nostní pás 2D
1 import numpy as np
2 import Start as st








































39 # #material, geometrie
40 #==============================================================================
41 d = 8.6e-3 #prumer [m]
42 rho = 1100. #hustota [kg*m^-3]
43 g = 9.81 #m/s^2
44 E = 1.05e9 #[Pa]
45 mu = 0.39 #Poisson. c.
46 alpha = 0. #souc. tlumeni
47 beta = 0.000003 #souc. tlumeni
48 A = np.pi*d**2/4. #plocha prurezu elementu [m^2]
49 T_vyp = 0.18 #cas vypoctu [s]
50 delta = 0.8 # faktor pro velikost dt
51 natoceni = 10. # uhel natoceni sedadla ve stupnich
52 #==============================================================================
53 # nacteni site
54 #==============================================================================
55 elements,coordinates = rd.readMesh() #elementy,uzly
56 coordinates = coordinates/1000
57 elements = elements-1
58 nE = elements.shape[0] #pocet elementu
59 nCoord = coordinates.shape[0] #pocet uzlu
60 nDOFs=nCoord*2 #pocet st.volnosti
61 #delka,prumer prvku
62 h0 = np.zeros(nE,dtype=np.float64)
63 for k in range(nE):
64 h_XY = coordinates[k+1,:]-coordinates[k,:] #[x2-x1,y2-y1]=[hx,hy]
65 h = np.sqrt(np.sum(h_XY**2)) #delka elementu ze
souradnic=sqrt(hx**2+hy**2)
66 h0[k] += h
67 #==============================================================================
68 # #casovy krok
69 #==============================================================================
70 mh = rho*A*min(h0) #hmotnost elementu [kg]
71 omega = 2*np.sqrt(A*E/(mh*min(h0))) #vlastni kruhova frekvence prvku
72 period = 2*np.pi/omega #perioda
73 deltaT = delta*period/np.pi #casovy krok
74 n = int(T_vyp/deltaT) #pocet vypocetnich kroku
75 #==============================================================================
76 # #pocatecni podminky
77 #==============================================================================
78 u0 = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #pocatecni vychylka
79 v0 = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #pocatecni rychlost




84 F=np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #stejne jako pocatecni zatizeni
85 #==============================================================================
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86 # aplikace PP do K a M - "1. vypocetni krok"
87 #==============================================================================
88 T_total = deltaT #celkovy cas vypoctu
89 u_num = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #vektor posuvu
90 u_num[:,0] += u0 #aplikace PP do vektoru posuvu
91 T_num = np.zeros(1,dtype=np.float64) #cas vypoctu v jednotl.
krocich(pro vykresleni grafu)
92
93 K=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64) #globalni mat. tuhosti
94 M=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64) #globalni mat. hmotnosti
95 R = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64) #vektor vnitrnich uzlovych sil
96
97 for k in range(nE):
98 h_X = (u0[k*2+2]+coordinates[k+1,0])-(u0[k*2]+coordinates[k,0]) # x2-x1 =
hx...vyska elementu v ose x
99 h_Y = (u0[k*2+3]+coordinates[k+1,1])-(u0[k*2+1]+coordinates[k,1]) # y2-y1 =
hy...vyska elementu v ose y
100 p = np.array([coordinates[-1,0]-coordinates[0,0],0]) #vektor predstavujici
puvodni element l
101 q = np.array([h_X, h_Y]) #vektor - natoceny
deformovany element l'
102 cos_phi = np.dot(p.transpose(),q)/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q)) #cos
uhlu ze skalarniho soucinu
103 sin_phi = np.linalg.norm(np.cross(p,q))/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q))
#sin uhlu z vektoroveho soucinu
104 if (h_Y < 0):
105 sin_phi = -1*sin_phi
106 u_loc = V_Transform(u0[k*2:k*2+4]) #vektor posuvu v lok. SS
107 deltaH = u_loc[2]-u_loc[0] #zmena delky elementu
108 h1 = h0[k]+deltaH #nova delka elementu
109 N = deltaH*E*A/h0[k] #normalova sila v elementu od deformace
110 F_T = N*np.array([[-cos_phi],\
111 [-sin_phi],\
112 [cos_phi],\
113 [sin_phi]],dtype=np.float64) #vnitrni uzlove reakce







121 K_l = M_Transform(K_L(E,A,h0[k])) + K_NL(N,h0[k]) #glob. matice tuhosti
elementu
122 iDOF = np.array([0,1,2,3])+2*k
123 K[np.ix_(iDOF,iDOF)] += K_l #glob. mat. tuhosti
124 M[np.ix_(iDOF,iDOF)] += M_e(mh) #glob. mat. hmotnosti
125
126 for i in range(nE):
127 if i < nE/2 or i == nE/2:
128 M[2*i,2*i] += 1*i*3.08
129 M[2*i+1,2*i+1] += 1*i*3.08
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130 else:
131 M[2*i,2*i] += 1*(15.4-(i-nE/2)*3.08)
132 M[2*i+1,2*i+1] += 1*(15.4-(i-nE/2)*3.08)
133 C = alpha*M + beta*K #mat. tlumeni
134
135 N_int = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #vektor vnitrnich sil
136 N_int[:,0] += np.dot(K,u0)
137 #==============================================================================
138 # startovaci procedura
139 #==============================================================================
140 uStart = st.getStart(R,M,K,C,deltaT,u0,v0,F0)
141 u_t1 = u0 #u_t1 = vektor posuvu u v case t
142 u_t0 = uStart #u_t0 = u v case t-deltaT
143 #==============================================================================
144 # vypocetni algoritmus
145 #==============================================================================
146 maxIter = 10000000
147 for i in range(maxIter):
148 #aplikace predepsaneho zrychleni
149 if T_total < 0.09:
150 a = 1744*T_total
151 elif T_total == 0.09 or T_total > 0.09:
152 a = 157-1744*(T_total-0.09)
153 elif T_total == 0.18 or T_total > 0.18:
154 a = 0.
155 #aplikace zatizeni do vektoru vnejsich sil
156 for j in range(nCoord):
157 F[2*j+1] = M[2*j,2*j]*a*np.cos(np.radians(natoceni))
158 F[2*j] = -M[2*j,2*j]*a*np.sin(np.radians(natoceni))
159 F[:2]= 0.
160 F[-2:] = 0.
161 X = F-np.dot(K,u_t1)-R #subst.
162 Y = 2*u_t1-u_t0 #subst.
163 Z = np.dot(C,u_t0) #subst.
164 M_eff = M + deltaT/2*C #leva strana rovnice pro vypocet
u_{t+deltaT}
165 F_eff = X*deltaT**2+np.dot(M,Y)+deltaT/2*Z #prava strana rovnice
166 u_t2 = np.linalg.solve(M_eff,F_eff) #reseni mat. rce M_eff*u_{t+deltaT}
= F_eff ("A*x = b")
167 #okrajove podminky
168 u_t2[:2] = 0.
169 u_t2[-2:] = 0.
170 u = np.zeros((nDOFs,1),dtype=np.float64) #pomocny vektor
171 u[:,0] += u_t2
172 u_num = np.append(u_num,u,axis=1)
173 T_num = np.append(T_num,T_total)
174 T_total += deltaT
175
176 R = np.zeros(nDOFs,dtype=np.float64)
177 K=np.zeros((nDOFs,nDOFs),dtype=np.float64)
178 for k in range(nE):
179 h_X = (u_t2[k*2+2]/2+coordinates[k+1,0])-(u_t2[k*2]/2+coordinates[k,0])
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180 h_Y = (u_t2[k*2+3]/2+coordinates[k+1,1])-(u_t2[k*2+1]/2+coordinates[k,1])
181 p = np.array([coordinates[-1,0]-coordinates[0,0],0]) #vektor
predstavujici puvodni element hx
182 q = np.array([h_X, h_Y]) #vektor - natoceny deformovany element l'
183 cos_phi = np.dot(p.transpose(),q)/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q))
184 sin_phi =
np.linalg.norm(np.cross(p,q))/(np.linalg.norm(p)*np.linalg.norm(q))
185 if (h_Y < 0):
186 sin_phi = -1*sin_phi
187 u_loc = V_Transform(u_t2[k*2:k*2+4])
188 deltaH = u_loc[2]-u_loc[0]
189 deltaD = -mu*d*deltaH/h0[k]
190 d1 = d+deltaD
191 A1 = np.pi*d1**2/4
192 h1 = h0[k]+deltaH
193 epsilon = (h1**2-h0[k]**2)/(2*h0[k]**2)
194 N = E*A1*epsilon/2








203 K_l = M_Transform(K_L(E/2,A1,h1)) + K_NL(N,h1)
204 iDOF = np.array([0,1,2,3])+2*k
205 K[np.ix_(iDOF,iDOF)]+=K_l
206 print('t = %.4f s ________ a = %.4f m/s**2' % (T_total,a))
207 if (T_total == T_vyp) or (T_total > T_vyp):
208 break
209 else: #sestaveni novych matic
210 C = alpha*M + beta*K
211 #vypocet reakci
212 Ri = np.zeros((nDOFs,1))
213 Ri[:,0]+=R
214 N_i = np.dot(K,u)+Ri
215 N_int = np.append(N_int,N_i,axis=1)
216
217 u_t0 = u_t1




222 v = np.zeros_like(u_num,dtype=np.float64)
223 for i in range(nDOFs):
224 for j in range(n+1):
225 if (j == 0):
226 v[i,j] += v0[i]
227 elif (j == n):
228 v[i,j] += (u_num[i,j]-u_num[i,j-1])/(deltaT)
229 else:
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234 a0 = np.zeros_like(v0,dtype=np.float64)
235 a = np.zeros_like(u_num,dtype=np.float64)
236 for i in range(nDOFs):
237 for j in range(n+1):
238 if (j == 0):
239 a[i,j] += a0[i]
240 elif (j == n):
241 a[i,j] += a[i,j-1]
242 else:
243 a[i,j] += (u_num[i,j-1]-2*u_num[i,j]+u_num[i,j+1])/(deltaT**2)
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